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SOMMARIO. Introduciamo una teoria di superfici Riemanniane sviluppata in modo naturale
da classici esempi e problemi che si incontrano nell’analisi complessa, con enfasi piazzata
sulla costruibilita di tali superfici attraverso il prodotto fibrato.

Il tema motivante ¢ la risolvibilita di equazioni analitiche mediante specifiche classi di
funzioni, in primis le d-esime potenze. Questo studio incomincia col rendere preciso cosa si
intende con una formula per gli zeri di una collezione di polinomi e culmina con il teorema
sulla risolvibilita del gruppo di monodromia di una tale formula, dal quale concludiamo una
versione topologica del teorema di Abel-Ruffini.

Un secondo fine di queste note ¢ mostrare come le idee discusse aprono la via a campi della
matematica moderna come la topologia, la geometria differenziale e la geometria algebrica.

ABSTRACT. We introduce a theory of Riemann surfaces, developed in a natural way from
classical examples and problems arising in complex analysis, with emphasis placed upon the
constructability of such surfaces through the fibered product.

The guiding theme is the solvability of analytic equations by means of certain classes of
functions, among which the d-th powers will play the principal role. This study begins by
making precise what is meant by a formula for the zeros of a collection of polynomials and
culminates in the theorem on the solvability of the monodromy group of such a formula,
from which we deduce a topological version of the Abel-Ruffini theorem.

A second purpose of these notes is to illustrate how the ideas discussed open the way to
fields of modern mathematics such as topology, differential geometry and algebraic geometry.
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L’idea per queste note & nata da Abel’s Theorem in Problems and Solutions di V.B. Alexeev, si veda [2],
nel quale vengono delineate le idee di funzioni multivaluate e il loro gruppo di monodromia, nonché il

1

teorema sulla risolvibilita di funzioni costruite estraendo d-esime radici. E la speranza dell’autore che queste
note complementino il libro di Alexeev, tanto ricco di intuizione geometrica ed esercizi, con una teoria di
superfici Riemanniane che soddisfi i criteri moderni di rigorosita, ma che resti accessibile ad uno studente con
una familiarita basilare dell’analisi complessa e in cerca di un’introduzione alla topologia e alla geometria
differenziale.



1. FUNZIONI MULTIVALUATE

Esempio prototipico 1.1. Consideriamo la seconda potenza f : w € C — w? € C. E una
funzione analitica suriettiva, e diventa iniettiva quando ristretta ai settori aperti del piano

e quindi si restringe a biiezioni
Z/{l u3
UQ%C\RSO U4;>C\RZO

Definite sopra ognuno dei due sottoinsiemi Uy 5 = C\ R<g, Us 4 = C\ R>( che coprono C*,
ci sono due funzioni inverse di f:
* * 2/ 1+ 2/ 2/ —1—1 2/
\2/1,/17\2/112 Ui = € \2/1,{37\2/144 1Usa — €, \[Zul :W:\[Z%a \/zu2:27\/§: \[ZU4~
Si puo verificare che esse sono analitiche calcolandone esplicitamente la derivata. Le due
inverse & 4 © 2 coincidono sulla componente connessa R x iR-o € R x iRy = Uy 2NUs 4,
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€ sono una 1l’opposta dell’altra sulla seconda componente R x ¢R_q.

In ogni vicinato di 0 invece non esiste neanche un’inversa analitica definita solo localmente,
perché altrimenti la derivata f’ dovrebbe essere non evanescente in quel vicinato.

La seconda potenza non ammette una funzione inversa globale semplicemente perche non
¢ iniettiva, ma per di piu ¢ risaputo che non esiste neanche una inversa meramente da destra,
ovvero una funzione analitica (anzi, neanche meramente continua) o/ : C* — C* tale che
fo I = idc«. Tutto quello che abbiamo e una sorta di 'funzione multivaluata’

2 € Up = {¥/7,, V7, } € C
2 € Usa = {7, V7,1 € C

La situazione appena vista e simile per tutte le funzioni analitiche non costanti, in quan-
to il sottoinsieme di zeri Z(f’) della loro derivata ¢ discreto e, come stiamo per vedere,
sono localmente invertibili fuori da questo sottoinsieme; nell’appendice 7 rammentiamo le
fondamenta dell’analisi complessa necessarie per queste note.

Sia per il resto della sezione f : & — C una funzione analitica su un aperto S C C.

g C - O,

Teorema 1.2 (Teorema della funzione inversa). Per ogni wg € S con f'(wg) # 0, esistono

vicinati apertild C S di wg e U C C di f(wp) tali che f si restringe a una biiezione analitica

U ~ . o, .,
f||u :U = V con inversa analitica, ovvero un omeomorfismo analitico. !

Dimostrazione. Considerando C come il piano euclideo R?, la condizione f’(wg) # 0 implica
che la funzione f : S — R? ha matrice Jacobiana invertibile in wy. Il classico teorema della
funzione inversa nell’analisi multidimensionale (che non dimostriamo qui) garantisce che f

puo essere ristretta a una biiezione Y — U con inversa differenziabile tra vicinati aperti

] teorema 1.2 & spesso presentato nella *forma integrale’ che abbiamo riportato nell’appedice 7.11, che &
spesso considerata piu elegante. C’e¢ pero da notare che ricavare 'inversa in questo modo richiede sapere che
f'(wo) # 0 implica che f & iniettiva in un vicinato aperto di wy, fatto del quale la dimostrazione pin basilare
¢, secondo l'autore, la stessa usata per il teorema della funzione inversa in R2.
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in R?; da notare che questo non & caratteristico delle funzioni analitiche, ma vale per ogni
funzione differenziabile. Allora, f’(w) non svanisce neanche per ogni w € U e I'inversa f~!
¢ analitica in ogni z € U perche la sua derivata complessa

iy PO @) N e )
U= Tl @ wfe fw oz FUG)
converge al quoziente di quella di f. 0

Per le considerazioni che faremo nel resto dell’articolo e utile parafrasare il teorema della
funzione inversa nel seguente modo.

Definizione 1.3. Chiamiamo una branca di f sopra U, per un sottoinsieme aperto U C C,
una funzione analitica 8 : U — S con f o 8 = idy, ovvero una inversa da destra di f. 2

Lemma 1.4 (Esistenza e univocita delle branche). Per ogni wy € S con f'(wg) # 0, esiste
una branca §: U — S di f sopra un vicinato aperto di f(wy) con B(f(wg)) =woe S(U) C S
aperto. Inoltre, ogni altra branca ' : U' — § di f sopra un vicinato aperto di f(wp) con
B'(f(wo)) = wp ¢ localmente uguale a 3, ovvero esiste un vicinato aperto f(wg) € V- C UNU’
tale che By = ﬁl’v.

Dimostrazione. La funzione inversa f~! : V' — V data dal Teorema 1.2 & la branca desiderata.
Per 'univocita, siano §, 5 due tali branche e U = S(U),U" = p'(U’). Allorad NU’ & un
vicinato aperto di wyg, e quindi V = =Y UNU")NBF~HUNU') & un vicinato aperto di f(wy).
Le branche si restringono a funzioni la cui composizione con f e I'identita su V:

B
V—=unu SEEANG Vo
:B/
Visto che f ¢ iniettiva su U NU’, otteniamo fFy = BI’V O

Nota 1.5. Nel contesto del Lemma 1.4, e come visto nell’Esempio prototipico, se 5 e 3
coincidono su V, allora coincidono anche sull’intera componente connessa di V in U N U’.
Questo segue dal fatto che U N U’ & partizionato in due sottoinsiemi aperti disgiunti

UNU' = {z e UNU'|B(2) = B'(2)}{z € UNU" | B(2) # B'(2)}, D #V C{zcUNU'|B(2) = B(2)},

e quindi la componente connessa che contiene V' deve essere contenuta nel primo di essi.
Se per di piu 8 e ' coincidono sull’intero dominio comune U N U’, allora possiamo
considerare estensione di 3 e [’

B(z) sezelU

€S,
p'(z) sezel

E:ZGUUU’H{

che resta una funzione analitica con f o § = idy_ys, ovvero una branca di f. Purtroppo,
questo di solito non accade nelle situazioni interessanti; anzi, le situazioni interessanti sono
proprio quelle dove questo non accade. In altre parole, due branche locali non si incollano
necessariamente a una branca globale. Infatti, una funzione analitica con derivata non
evanescente ¢ invertibile localmente (Teorema 1.2) ma non necessariamente globalmente.

2Quella che noi chiamiamo branca di f viene spesso chiamata invece branca della funzione multivaluata’
inversa, ma dal contesto dovrebbe essere chiaro quale ¢ intesa. Ad esempio, le Yy nell’Esempio 1.1 vengono
k

anche chiamate branche della radice quadrata.
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I due grandi nemici dell’invertibilita sono la mancanza di iniettivita e di suriettivita. Si
da il caso che la maggior parte delle funzioni analitiche di interesse sono suriettive ma non
iniettive. Questa ostruzione non ha dato per vinto Bernhard Riemann e i suoi contemporanei
quando provavano comunque a dare un senso alla funzione inversa’. La loro terminologia
era funzione multivaluata’®, una sorta di relazione U --+ U che associa ad ogni punto z
nel dominio l'insieme di (potenzialmente molteplici) valori nel codominio {wy} che vengono
mappati a z dalla funzione originale. Per risolvere il problema dell’iniettivita ci sono due
opzioni:

e restringere il codominio cosicche ogni z mappa a una sola branca dell’immagine,
e rendere I'idea di funzione multivaluata’ rigorosa espandendo il concetto di dominio,
cosicche ogni branca wy, dei valori ¢ mappata da una sola zj.

La prima e descritta nel Lemma 1.4. Riemann approccia la seconda descrivendo nella sua
dissertazione inaugurale [1, Sez. 5] il concetto di una ”superficie estesa sopra il piano, con
la possibilita che si ripieghi piu volte su di esso, ma sempre con l'intesa che ogni sua sezione
non intersechi alcuna delle altre giacienti sopra lo stesso vicinato del piano”*.

Permettendo che il dominio di una
funzione sia una 'superficie Riemannia-
na’, ovvero un qualche spazio giacente
sopra il piano tale che sopra dei vici-
nati z € U C C questo ¢ composto da
sezioni di superfici {Uy }1, che non si in-
tersecano, una 'funzione multivaluata’

Us

N\

532 Z/{Q;)S

e

g:U --»C,z — {wg}x puo essere in- YNy,
terpretata come una funzione nel senso el
ordinario g : | |, Ux — C, 2z, = wp per ~ _———— B2
distinzione di casi.
Tornando all’esempio della seconda £ ¥
U——C

potenza f : w € C* — w? € C*, ci
sono due branche U}, sopra ognuno dei
due sottoinsiemi aperti U; 5 e Us 4 che
coprono il codomino C*; ed f si restrin-
ge ad una biiezine su ognuna di esse.
Con un poco di 'chirurgia geometrica’ sul dominio di f, come illustrato nella Figura 2, otte-
niamo una 'superficie’ composta da due punti sopra ogni punto del dominio C*. L’intesa che
le sezioni della superficie ottenuta sopra vicinati del punto —1 non si intersecano e rispet-
tata se immaginiamo di incollare lungo i tagli i mezzi dischi A, B e C, D in modo formale,
ovvero in modo tale che 'intersezione vista nella figura e solo apparente. Questa 'superficie’
e immaginata situata sopra il piano C, in modo tale che, per ogni z € C*, i punti giacenti
verticalmente sopra z sono esattamente le due radici distinte {/z, —/z}. La proiezione
verticale allora non ¢ altro che la funzione stessa, in quanto manda ogni radice ¢z a z.

Ficura 1. Le branche U, di una ’superficie
Riemanniana’ § sopra un aperto di U C C.

Nota 1.6. Localmente, la struttura di una ’superficie Riemanniana’ S ¢ semplice: sopra palle
B(z) abbastanza piccole, S ¢ una unione di sezioni simili a B(z) che non si intersecano,

3Qui e nel seguito useremo le virgolette singole per indicare termini che non abbiamo definito
rigorosamente.

4Traduzione dell’autore, con un poco di licenza poetica.
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FI1GURA 2. ’Superficie Riemanniana’ della radice quadrata v

come in Figura 1. Per sviluppare un’intuizione sulla struttura globale, un classico metodo
¢ immmaginarsi di vivere sul piano C sottostante e incominciare a vagare pensierosamente
sulla regione di punti adombrata da §. Da qui si possono ammirare i valori della funzione
multivaluata nel codominio, e per di piu come cambiano con il proprio movimento. Ci si
concentra su un particolare valore e lo si segue lungo il cammino. Se mai torniamo al punto
di partenza, compariamo il valore inseguito con quello iniziale, che puo ben essere diverso; in
tal caso, abbiamo camminato intorno a un punto di ramificazione, ovvero attorno al quale la
superficie si avviluppa e le sue sezioni si permutano. Piu i cammini diversi che si esplorano,
piu sara chiaro come ogni sezione della superficie si trasmuta in ogni altra attorno ai punti
di ramificazione.

Per la funzione multivaluata’ I C* --» C*, partendo da 1 € C e ammirando inizialmente

il valore v/1 = 1, dopo una passeggiata attorno all’origine, se abbiamo seguito fedelmente
come cambia il valore nel suo codominio, torniamo nel punto 1 osservando il valore —1. Un
secondo giro ci riporta al valore iniziale 1. Infatti, si vede nella Figura 2 che le sezioni della
superficie sopra un vicinato di 1 si scambiano ogni volta che un punto fa una rivoluzione
attorno all’origine (il punto di ramificazione).

Esempi 1.7. (1) Sia 1 < d € N. La d-esima potenza f : w € C + w? € C ¢ analitica
con derivata d-w?"! non evanescente su C*. Ogni z = re*™® € C* ha d radici distinte
Yz} = {{%—“e?m'(%)}ogkd, per ognuna delle quali esiste una branca g : U — C*
di f sopra il vicinato U = C\ {e- z| e € Reg} € C* con By(z) = ¢/re?™ ("), Queste
inverse da destra della d-esima potenza vengono anche denotate suggestivamente YE
anche se dipendono strettamente da quale delle d radici hanno nella loro immagine.

(2) La funzione esponenziale exp : w € C — e € C* ¢ analitica con se stessa co-
me derivata non evanescente. Ogni z = 7> € C* ha un insieme di logaritmi
exp H{z} = {log(r) + 2mi0 + 2mik }rez indicato da Z, per ognuno dei quali esiste una
branca Oy : U - Csu U =C\ {e-z|e € Rg} con Bi(z) = log(r) + 2mif + 2wik.

Esempio 1.8. Sia f : § — C una funzione analitica con derivata non evanescente. Il Lemma
1.4 garantisce che per ogni w € S esiste una branca §: U — & di f sopra un aperto U C C

con f(f(w)) =we B(U) C S aperto. Di conseguenza, S puo essere coperto da un insieme di
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(A) Superficie della radice cubica (B) Superficie
del logaritmo

branche {3 }rep le cui immagini aperte coprono S = |J, ,(Us) e che sono localmente uguali
intorno ai punti dove coincidono, ovvero, per ogni due branche [, 8y e un punto zy € U,NUy
nel dominio di entrambe, vale

By(20) = By (20) <= IV CUyNUy aperto,zo € V : Byv = Byv -

La ’superficie Riemanniana’ per un’inversa di f € quindi non altro che il
sottoinsieme aperto & C C, ma con un drastico cambio di prospettiva: S e
visto come giacere sopra C, dove i punti 'sopra’ un z € f(S) nell'immagine
sono esattamente la preimmagine f~'{z}. In casi semplici questa prospet-
tiva puo essere realizzata attraverso operazioni di ’chirurgia geometrica’
come visto precedentemente.

La ’funzione multivaluata’ inversa f(S) --» S pud essere interpretata
come una funzione analitica ordinaria ’ f~!’ con S come dominio, cosicce
per ogni z € f(S) e Z sopra z vale f(' f7!(2)) = z = f(2). In altre
parole, f o 'f~1" = f, quindi ids ¢ una tale funzione; tanti sofismi per
arrivare a una tautologia.

Puo apparire che allora il concetto di 'superficie Riemanniana’ non sia altro che un modo
diverso di vedere sottoinsiemi aperti di C, ma cio e perché fino ad ora abbiamo solo cer-
cato di descrivere la funzione inversa. Nel prossimo esempio esploriamo una superficie piu
interessante.



Esempio 1.9. Cerchiamo ora di dare un senso alla 'funzione multivaluata’ /z(z —1) :
U --» C, su un dominio U ancora da determinare. Il nostro approccio ¢ descrivere una
'superficie Riemanniana’ S giacente sopra U e una funzione analitica ' \/2(z —1)': § — C
tale che, per ogni z € U e ogni z € S sopra z, vale p(2)? = 2(z —1). In altre parole, vogliamo
un diagramma commutativo di funzioni analitiche

"'\/z(z—1)'
S — C
b
g2 y C

dove s € la proiezione verticale dalla superficie al piano C. Per ogni branca locale &y della
seconda potenza (rammenta I'Esempio prototipico 1.1), possiamo considerare la composizio-
ne fy = g/ o z(z — 1), che sarebbe ben definita su tutti punti z € C con z(z — 1) € V.
Visto che le branche locali della seconda potenza coprono I'intero C* (ma non 0, dove non
¢ localmente invertibile), otteniamo con questo approccio funzioni analitiche £y, con domi-
ni {z|z(z — 1) € V} che coprono tutto C\ {0,1} e che rendono commutativo il seguente
diagramma.

S WA » C
lws /Z% l 2
C\ {0, 1} V C

]2z —1) € V) D) .V

Denotiamo U := C\ {0,1}, f:2€ U~ z2(z—1) € C*eg:w € C* — w? € C*. Allora
C* & coperto da aperti {V}};, ognuno con due branche Sy Y di g, U e coperto dagli
b,1 b,2

aperti {f~1(V3)}s, ognuno con due funzioni analitiche By, = \2/‘ o f, By, = & © f tali
b,2

che goBy,, = fif-1;)- La superficie Riemanniana’ S con la funzwne p:S—C* desiderata
devono avere la proprieta che sopra ogni punto 2z € f~1(V}) ci sono esattamente due elementi
Z1, %2 € S mappati a p(2) = By, (2),k =1,2.

Nessuno ci impedisce di definire semplicemente (in maniera un poco tautologica)

Cb = |_| { 6Vb1 ))7 (Z7ﬂvb,2(z)) }7 p( (Zay)) =Y V(z,y) € Cbﬂ

z€f~1(Vp)

come il sottoinsieme C, C S dei punti giacenti sopra f~1(V}). Visto che sopra due z, 2’ € U
differenti ¢ possibile che i due numeri complessi Sy, , (2), By, . (') siano uguali, dlclamo Yk, ©

cruciale distinguere in qualche modo il punto di y; giacente sopra z e quello di y; giacente
sopra z’. Questo ¢ assicurato prendendo come elemento di S non il valore ¥, di z, 2’ da solo,

ma sempre accoppiato: (z,yx) # (2/,yx) € S.
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Superficie Riemanniana di

) : Superficie Riemanniana di
SCa) S+ 1)z —1)

Analogamente all’Esempio 1.9 possiamo considerare la 'funzione multivaluata’ '/ f ' di
una qualsiasi funzione analitica f : U — C, sempre dopo aver eliminato dal dominio f~1{0}.
Piu generalmente, nel senso spiegato nell’Esempio 1.8, ogni funzione analitica g : T — C con
derivata non evanescente ha una ’funzione multivaluata’ inversa, che si pud¢ comporre con f
per ottenere la funzione multivaluata’ g~! o f. Questa verra rappresentata da una funzione
analitica con dominio una ’superficie’ § sopra U.

C’e ovviamente il desiderio di iterare questa procedura per rappresentare funzioni compo-

ste pilt complicate come /1 + ¥z, i/ea:p(?/ 1+ ¥2) o anche {/log(+/sin(z)). Supponiamo
di avere un’altra funzione analitica h : T — C, allora la "funzione multivaluata’ hog~'o f puo
essere rappresentata sulla stessa 'superficie’ §. Se ¢ : @ — C e un’altra funzione analitica
con derivata non evanescente, allora ¢~ o h o g~! o f sard rappresentata su una ’superficie’
S sopra S.

~ /=1 -1 /
q~‘ohog~'of
S 2 Q
T e
J/ /g—lof/ ///h *Lq
S : > C

Ci sono altre operazioni tra funzioni analitiche oltre alla composizione; quelle che ci in-
teressano sono quelle algebriche: +,— - +—. Ad esempio, come rappresentare la funzione
multivaluata’ &/z + v/z — 1 7 Per ogni argomento z # 0,# 1 i due termini hanno entrambi
due valori, quindi quattro differenti somme. Allora costruiremo la ’superficie’ che sopra ogni
z € C ha quattro branche, una per ogni coppia di branche tra &/z e vz — 1, e su questa
saranno disponibili rappresentazioni f, g di entrambe le funzioni multivaluate, e quindi anche
la rappresentazione f + ¢ della loro somma.

Piu generalmente, per ogni due ’superfici Riemanniane’ S, 7 ne troveremo una terza H che
sta sopra entrambe, sulla quale sono rappresentabili tutte le combinazioni binarie di funzioni

rappresentabili su S e T. E in questo senso che interpreteremo ogni operazione algebrica tra
8



’ : : : ) : 2 3 ¥z ¥/zlog(2)
funzioni multivaluate’, ad esempio ¥z + /z, e ozt Vorion)

{(s,0)|ms(s) = 2 = 77 (1)}

l

{slms(s) {tlmr(t) = 2}
l /

L’obiettivo della prossima sezione e rendere tutto quello discusso finora rigoroso, fissando
una definizione di ’superficie Riemanniana’ che rispecchi il modo in cui ne abbiamo fatto
uso euristicamente. D’altro canto, il concetto di 'funzione multivaluata’ non e altro che un
modo di pensare alla proiezione da una superficie Riemanniana in modo inverso, ovvero come
funzione dal piano alla superficie; ma questo punto di vista € molto ambiguo e non sembra
fruttuoso cercare di formalizzarlo ulteriormente.

Nonostante ’ambiguita, il fenomeno descritto nella Nota 1.6, sulla trasformazione dei
valori di una ’funzione multivaluta’ indotta da una cammino attorno a un 'punto di ramifi-
cazione’, gioca il ruolo pit importante nello studio della 'superficie’. Verra formalizzato per
mezzo del 'gruppo di monodromia’; un oggetto algebrico che racchiude tutte le informazioni
su come le curve chiuse nella base trasformano le branche della ’superficie’.

Dopo aver gettato le fondamenta per una teoria delle ’superfici Riemanniane’, nella Sezione
4 formalizzeremo questioni riguardanti la risolvibilita di equazioni analitiche. Il fatto che
tali equazioni hanno in generale piu soluzioni, vuol dire che una 'formula’ che le risolve deve
essere interpretata come una ’funzione multivaluata’, che nel nostro linguaggio si traduce
in interpretare il dominio dell’equazione come una ’superficie Riemanniana’. La domanda
sulla esprimibilita di una formula’ in termini di una classe di funzioni di interesse si traduce
allora nella costruibilita della ’superficie’ attraverso le procedure descritte sopra applicate
alle funzioni nella classe.




2. SUPERFICI RIEMANNIANE

Motivati dagli esempi precedenti, siamo quindi spinti a dare una definizione rigorosa di
cosa vuol dire, per un arbitrario insieme di elementi, avere la struttura di una ’superficie
Riemanniana’. Un tale insieme S ¢ immaginato trovarsi sopra il piano C, in modo che a
ogni elemento s € S sottosta precisamente un numbero complesso 7s(s) € C; qui 7 sta per
protezione, ma la chiameremo anche carta di S perché da un modo di leggere il valore di
ogni elemento in S.

Definizione 2.1. Una superficie Riemanniana € un insieme S con una funzione 7g : S — C,
chiamata carta, e una copertura consistente di branche {f,}yep . Con questo intendiamo:

(1) le branche By : Uy — S sono funzioni da un aperto U, C C con 7g o 5, = idy,,

(2) le immagini £,(U,), che chiameremo anche branche di S, coprono S = J, 5(Us),

(3) le branche sono localmente uguali intorno ai punti dove coincidono, ovvero, per ogni
due branche (3, 8,y e un punto zg € U, N Uy nel dominio di entrambe, vale

By(20) = By(20) <= IV C UyNUy aperto,zo € V : Byv = Byv -

Spesso indichiamo superfici Riemanniane meramente dal loro insieme sottostante S o con la
loro carta (S, 7s), omettendo i dati {5 }res quando non sono rilevanti alla discussione.

Nota 2.2. Come visto nell’Esempio 1.8, una funzione analitica f : S — C con derivata
non evanescente su un aperto § induce una naturale struttura di superficie Riemanniana
sull’insieme S con f come carta; questa struttura la denoteremo semplicemente (S, f). Se
la derivata di f svanisce in alcuni punti di S, parliamo della superficie indotta (S \ Z(f’), f)
coi punti di non invertibilita rimossi.

Nota 2.3. Ritracciamo i nostri passi. Un insieme S di per se non porta alcuna struttura,
contiene solo elementi anonimi. I dati aggiunti di una carta con un insieme di branche come
descritto nella Definizione 2.1 danno a ogni elemento s € & un nome, ovvero 7s(s), e un
nome a una collezione di elementi a lui vicini, ovvero una branca . Inoltre, la collezione U
¢ data una interpretazione geometrica attraverso la biiezione s : U = ms(U), che permette
di identificare gli elementi s nell’insieme / come numeri complessi, e ci da diritto di iniziare
a chiamarli ’punti’ in una ’superficie’.

Avendo ogni 'punto’ s € § un ’vicinato’ Y C S simile ad un aperto U C C, possia-
mo cercare di interpretare cosa vuol dire per una funzione & — C essere analitica, e piu
generalmente una funzione & — 7T tra due superfici Riemanniane.

Le branche {f}pes sono sufficienti per definire una struttura di superficie Riemanniana,
nel senso che sono sufficienti per dare un nome a tutti gli elementi s € S, ma non c¢’¢ motivo
di fermarsi qui. Possiamo considerare ogni altra funzione 3 che soddisfa le stesse proprieta.

Definizione 2.4. Sia (S, 7s, {0 }res) una superficie Riemanniana. Chiamiamo il sottoin-
sieme aperto ws(S) = |J, U; C C la base della superficie.

Oltre alle branche , che definiscono la superficie, per ogni U C 7m5(S) aperto, chiamiamo
branche di ms sopra U anche tutte le funzioni g : U — & tali che g o § = idy e che sono
localmente uguali a tutte le branche {5 }yep intorno ai punti dove coincidono, ovvero, se per
ogni [ e ogni punto zg € U, N U nel dominio di entrambe vale

By(20) = B(20) <= IV CUyNU aperto,zo € V : By = P .

L’immagine S(U) di una branca  di mg sopra U & chiamata una branca di S sopra U.
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Per ogni z € 75(S), 'insieme di preimmmagini 75'{z} & chiamato la fibra sopra z, e la
sua cardinalita ¢ chiamato il grado di S sopra z.

Definizione 2.5. Chiamiamo una funzione f : & — 7T tra due superfici Riemanniane
analitica se per ogni s € S, esiste una branca ' : V. — T di mr con f(s) € f(V) e
una branca f : U — S di mg con s € B(U) e f(B(U)) € p'(V), tali che la funzione
B'~tofoB=mrofof:U —V ¢ analitica nel senso ordinario della parola.

S ! > T
e e
BU) C B'(V) C
szlw%/ el Zlﬁ/
U \%4

!
g'lofop

7

In tal caso, per ogni s € S, definiamo I"ordine ords(f) := ord.4s (w7 o f o ), per una qua-
lunche branca 8 che contiene s nell'immagine. Questa definizione e ben fondata perché tutte
le branche con s nell'immagine sono localmente uguali e 'ordine di una funzione analitica
dipende solo da un qualunque vicinato aperto.

Nota 2.6. La definizione & motivata dalla continuita per funzioni ordinarie f : C — C: per
ogni B(f(z0)) esiste una Bs(z) con f(Bs(z0)) C Be(f(z0)).

Una definizione equivalente a 2.5 sarebbe: per ogni branca ' : V' — T di w7, la preimma-
gine f~1(3(V)) C S pud essere coperta da branche 5 : U — S di s con S(U) C f~1(8'(V))
e per ognuna di esse la funzione 3’1o fo 3 ¢ analitica nel senso ordinario. Questa corrisponde
alla definizione equivalente di continuita per f : C — C: la preimmagine f~*(V) di ogni
aperto V' C C e anche un sottoinsieme aperto.

Lemma 2.7. Siano S, 7T, H superfici Riemanniane.

(1) La carta s : S — C e ogni branca U — S di mg sono funzioni analitiche.
(2) Se f: S — T eg:T — H sono analitiche, allora lo & anche go f : S — H.
(3) Se f,g: S — C sono analitiche, allora lo sono anche g + f, g - f.

Esempi 2.8. (1) Ogni sottoinsieme aperto U C C con l'inclusione U < C come carta ¢
una superficie Riemanniana; nel seguito li tratteremo come tali implicitamente. Una
funzione f : U — C ¢ analitica nel senso ordinario se e solo se lo ¢ in veste di funzione
tra superfici Riemanniane.

(2) Per 1 < d € N, abbiamo la superficie Riemanniana indotta dalla d-esima potenza
(C*,w?) sulla base C*; la chiamiamo d-esima superficie radicale.

(3) Abbiamo la superficie Riemanniana indotta dall’esponenziale (C, exp) sulla base C*.

(4) La funzione analitica cos : w € C — £tc— € C & suriettiva e ha derivata —sin :

i

W __,—iw .
wECH—%GCConzerl

Z(—sin)=7-Z=2r-ZU 21 -Z+7) = cos {1} Ucos {—1}.

Quindi, (C\ 27 - Z, cos) ¢ una superficie Riemanniana sulla base C \ {—1,1}. Ana-

logamente si possono considerare sin e le altre funzioni trigonometriche estese.
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Esempi 2.9. (1) Un sottoinsieme U C S di una superficie Riemanniana che & coperto da
branche di S contenute in U eredita una naturale struttura di superficie Riemanniana
con sy come carta e che rende l'inclusione ¢ — § una funzione analitica. In tal
caso, chiamiamo U una sottosuperficie di S.

(2) Ogni sottoinsieme del tipo 7g'(U) C S di una superficie Riemanniana S, per un
U C C aperto, e una sottosuperficie di S. I sottoinsiemi di questo tipo li chiamiamo
cilindri aperti di S.

Definizione 2.10. Chiamiamo una funzione analitica f : & — T tra superfici Riemanniane
un isomorfismo sopra C se esiste una funzione analitica g : 7 — § inversa, ovvero con
go f =1ids e fog=r1idy, tali che entrambe discendono sulle basi, ovvero se ci sono funzioni
analitiche f : 7s(S) — 77 (T), g : 7 (T) — 7s(S) che rendono commutativo il seguente
diagramma

!
S+~ =T

[

77 (T)

TS

7T,5(8)

In tal caso le superfici sono dette isomorfe sopra C, scrivendo SET.

Esempi 2.11. (1)  Abbiamo (S,7s) ¢ (S, Toms) per ogni ide

superficie Riemanniana S e 7 : m5(S) < C una fun- irs ~ ioms
zione analitica iniettiva. Intuitivamente, questo corri- .
sponde a spostare la base della superficie in un altra ms(8) —== 7(ms(S5))
zona del piano C.

(2) La superficie triviale (C*,idc+) non ¢ isomorfa sopra C ad alcuna delle superfici
(C*,w?), per 2 <d e N.

(3) La superficie triviale (C, id¢) non ¢ isomorfa sopra C a (C, exp).

Nota 2.12. La Definizione 2.10 mira a rendere rigoroso un concetto di indistinguibilita
tra superfici, fino a dettagli che non hanno alcuno impatto geometrico, come ad esempio
traslazione della base nell’Esempio 2.11.(1).

Richiedere che I"omeomorfismo analitico’ f discende a un omeomorfismo analitico tra le
basi e fondamentale, perché a caratterizzare la geometria della superficie non e solo I'insieme
sottostante S ma anche la proiezione. Infatti, nonostante gli insiemi sottostanti di (C*,idc~)
e (C*, w?) sono uguali, il modo in cui sono ripiegati sopra il piano come dettato dalla funzione
w? & ben diverso.

Definizione 2.13. Sia p : S — S una funzione analitica tra superfici Riemanniane. Per
ogni branca U di S, chiamiamo branche di p sopra U tutte le funzioni analitiche 8" : U — S
tali che po 8’ = idy; 'immagine ' (U) ¢ chiamata branca di S sopra U, dove la funzione p &
lasciata implicita.

Considerando la funzione analitica 7g : & — C, una funzione § : U — & € una branca di
s sopra un U C C nel senso originale della Definizione 2.4 se e solo se lo ¢ secondo questa

generalizzazione, quindi non c¢’e¢ ambiguita.
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Lemma 2.14. Sia p: S — S una funzione analitica tra superfici Riemanniane con mgop =
mg. Se 3 ¢ una branca di mg sopra un U C C e ' ¢ una branca di p sopra S(U), allora 3’ o 3
¢ una branca di mg sopra U.

Conversamente, per ogni branca ' di 75, po ' ¢ una branca di s, e tutte le branche

di questo tipo coprono I'immagine p(S) C g (7‘(‘5(3)). Di conseguenza, p(S) C S ¢ una
sottosuperficie Riemanniana.

Definizione 2.15. Siano (S, ns), (7, 77) superfici Riemanniane e f : § — C una funzione
analitica. Il prodotto fibrato di S e T rispetto a f e definito come 'insieme

8 % Top = {(s,1) € § x TIf(s) = 77 (1)},

Ci sono le due proiezioni pg, p7 che commutano: f ops = 77 o pr.

Ora dotiamo il prodotto fibrato di una naturale struttura di superficie Riemanniana con
Ts © ps come carta e con branche indicate da coppie 3’ @  di branche di 75 e di 7r.

Sia 4’ una branca di w7 sopra un aperto V' C 7wy (7). Visto che f & analitica e V' ¢
tecnicamente una branca della superficie C, dalla Definizione 2.5 segue che f~(V) puo essere
coperto da branche § con f(S(U)) C V. Da wro ' = idy segue mro (f o f)of = fofp,
e quindi f' e f := (id x (' o f)) o : U = Sf x T, ¢ una funzione ben definita con
(ns o ps) o (8 e ) = idy.

SfXﬁT

s lps / I
6] /

Inoltre, due funzioni di questo tipo, diciamo ] e 31, 35 ® 35, sono localmente uguali intorno
al punti dove si intersecano: sia zg € U; N Uy nel dominio di entrambe sul quale le due
funzioni coincidono. Allora abbiamo

(B1(20), 81 (0))) = (5} ® B1)(z0) = (3 ® B2)(20) = (Ba(20), By(f (0))
— Bulz0) = alz0). Bi(F () = Balf(20) " BN o = By B = Bl

per dei vicinati aperti zy € UCUNUse f(z0) € V C ViNV,. Visto che f o ¢ analitica
per la Definizione 2.5, in particolare continua, U NS~ (f~1(V)) C U;NUs, & un altro vicinato
aperto di zy, sul quale per di piu 5] e[, e 3}, coincidono; quindi la condizione di consistenza
e verificata.

Riassumento, l'insieme di branche {3’ e /3 }'g J/:ST, dove S’ sono branche di 7 e 8 sono
branche di 75 con S(U) C f~1(V), forma una copertura consistente dell'insieme S; x Ty,
rispetto alla carta ms o ps, ovvero definisce una superficie Riemanniana.
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Esempi 2.16. (1) Per ogni superficie Riemanniana S e V' C C aperto, f~}(V) C S &

(5)

una sottosuperficie isomorfa sopra C al prodotto fibrato

(f7HV),msip-100) = (Sp X Vay, s 0 ps), s = (s, f(5)).

pbv

Sf X Vﬂ'V 1%
FUV) - » S ¢

i)
La proiezione py si puo interpretare come la restrizione di f a una funzione analitica
con immagine contenuta in V. In particolare, per f = mg otteniamo il cilindro aperto

(WEI(V),W‘SlTrgl(V)) = (Spg X Vs Ts 0Ds), 8 — (8,75(8)).

Considera una funzione analitica f : U — C da un sottoinsieme aperto U C C. 1l
prodotto fibrato Uy x C* , ha grado d sopra py(Uy x C: ;) € U; ma si noti che se f ha
zeri, allora questa inclusione ¢ stretta. Per ogni branca §:V — Uy x C ; otteniamo

una funzione analitica V' — C* che soddisfa (pc- o 3)? = fiv: ovvero una d-esima
radice di f.

Up x Cr, —=—y C*

Questa e la costruzione che abbiamo indagato nell’Esempio 1.9, dicendo che la ’fun-
zione multivaluata’ /f & rappresentata da pe- sulla superficie Riemanniana Uy x C.
sopra py(UpxC: ;) = U\Z(f). Per f : S — C una funzione analitica da una qualsiasi
superficie Riemanniana il risultato ¢ analogo.

Considera le superfici radicali (C*, w?) e (C*,w?). Allora il prodotto fibrato C;, x C*,
¢ isomorfo sopra C a (C*,w").

Per due superfici Riemanniane S e 7 possiamo considerare il prodotto fibrato sulla
base Srs X Tr,. Questo ha la proprieta che tutte le funzioni analitiche f : S =+ C e
g : T — C si’estendono’ a funzioni analitiche

Tfi=fops:SesxTay = C, Sgi=gopr:Ses x Toy = C.

In particolare, su S;q x T, possiamo considerare le funzioni analitiche 7 f +° g,
Tf—59,°f-7 ge (se gnon svanisce) 7 f =5 g.

Date due funzioni analitiche f : § — C,g : T — H tra superfici Riemanniane,
possiamo ’estendere’ f per ottenere una composizione

Tf::pT:SfxﬁT%T, gonv:SfxﬁrT%’H.

Gli esempi precedenti illustrano come funzioni analitiche con domini superfici Riemanniane
a priori differenti si possano ’estendere’ a un dominio comune, per essere poi composte ad
esempio con operazioni algebriche +, —, -, = o con altre funzioni analitiche. Cio rende rigorosa
I'idea di combinare 'funzioni multivaluate’ come abbiamo visto nella Sezione 1.
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Esploriamo ora due situazioni molto concrete: le formule risolutive per le equazioni polino-
miali di grado 2 e 3, che esprimiamo come funzioni analitiche da una superficie Riemanniana.

Esempio 2.17. Consideriamo il polinomio quadratico generale P, ; .(w) = aw? + bw + ¢ per

a,b,c € C,a # 0. E ben risaputo che wy g = YAV dac V;f"l“c € C sono i due (potenzialmente

uguali) numeri complessi con P, .(w;2) = 0. Un modo meno ambiguo di esprimere questo
fatto e:

per ogni u € C con u® = b? — dac vale P, (=2t*) = 0.

Visto che P,;.(w) = 0 se e solo se P,,(w) = ¢ per il polinomio P, .(w) = —aw? — bw i
cui coefficienti non dipendono da ¢, ricollegandoci ai temi discussi nella Sezione 1 potremmo

_ Z_ : = - ' i
beViP ez goddisfa P,y 0 =49 — jd. Vediamo

dire: la ’funzione multivaluata’ z —
come si traduce cio nel linguaggio delle superfici Riemanniane.

Possiamo rappresentare ' z — /b2 — 4az’ dalla proiezione pc+ con dominio la superficie

b2
(87775) = (Cb2—4az X (C*w?7pC)> 7T5<S) =C \ {E

}.

=2t con dominio la superficie (C*, w?) otteniamo una

—btvbi—dos V;;QW. Il fatto che,

Componendo con la funzione analitica
rappresentazione F : § — C\ {—£} della "funzione multivaluata’
per ogni z, ogni valore di questa funzione & una soluzione a P, ., trova un interpretazione
naturale nella commutativita del seguente diagramma, ovvero che P, o F = 7s.

) —btVb2—daz
2a
Fe —b+prx

2a

2a
Ims L ¢
b2 —4
C —* 5 C C
\/
Pop= —aw?—bw

Per questo chiamiamo la funzione analitica F con dominio & una formula per gli zeri dei
polinomi { Py, }eev in termini del coefficiente ¢, dove U = ms(S) = C\ {& }

Analogamente si puo considerare la formula per il coefficiente b. Abblamo Pp(w) =0
se e solo se P, .(w) = b per la funzione analitica P, .(w) = %2_0 che non dipende da b; in
questo caso la funzione analitica e solo definita su C*.

Possiamo rappresentare ' z — v/22 — 4ac’ dalla proiezione pc+ con dominio la superficie
(8,7‘(‘,3) = (CZQ,MC X (C:Uz,p(c), 7T,5(S) =C \ {:l:\/ 4CLC}.

Su S abbiamo le due funzioni analitiche 75 e pc«, che possiamo sommare per ottenere la
_ . N 2
funzione analitica F = =72 : § — C, rappresentante 'z —y =214/,

Visto che P, . non & definito in 0, per comporre F con F,. dobblamo restringere F al
sottoinsieme aperto S=8 \ F~1{0} rimuovendo un sottoinsieme finito di punti; i punti che
abbiamo eliminato hanno un’espressione complicata in termini di a e ¢, ma non proveremo

a descriverla.
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. . PO N2 __ N . .
Il fatto che, per ogni z, il valore di Zi+4ac ¢ una soluzione a P, . ., trova un interpre-

tazione nella commutativita del seguente diagramma, ovvero che F, . o § = T

“TSI8 TP |5
f = = 1=
| 2a

>m

(C*
) —zt\/ 22_4dac
2a \I:
2
"Vz2—4ac’ C* C |ides

Pc*
TS w2

i

"z

«—

b2 —4az C C*
\—//

2

—aw” —cC
Pa,e=="5—

@

Per questo chiamiamo ]—"‘ § con dominio & una formula per gli zeri dei polinomi {Pypc}ecr in

termini del coefficiente b, dove U = Wg(g) ¢ un sottoinsieme con complemento C \ U finito.
Analogamente possiamo dare un senso a una formula in termini del coefficiente a.

Esempio 2.18. Consideriamo il polinomio cubico depresso generale P, ,(w) = w® + pw + ¢
per p,q € C; ogni polinomio cubico puo essere portato in forma depressa attraverso una
trasformazione affine del piano.

La formula di Cardano®, generalizzata ai numeri complessi, ci dice che

4q p?
w—\/—— ~/_+2_7+\/——$\/— —7 soddisfa P, ,(w) =0 .

Un modo meno ambiguo di esprimere questo fatto e:

per ogni u,v;,vs € C con u? = % + g—;, v} = =% 4+ u, vivy = =&, vale P, (v1 + v3) = 0.
Visto che P, ,(w) = 0 se e solo se P,(w) = g per il polinomio P,(w) = —w?® — pw che non

dipende da ¢, potremmo dire: la ’funzione multivaluata’ in termini di radicali scritta sopra,
come funzione di ¢, ¢ una inversa da destra di B,.
Definiamo la superficie Riemanniana
2

4Ap3
A ZEC’_)Z+2_7€C (8,m5) = (Ca x Cpzpe), ms(S) = CA\ {E _2_])7}’

. . . 2 3 .
dove la proiezione pc+, che chiameremo u, rappresenta ¢/ + P=. Su S abbiamo le due

funzioni analitiche 7s e u, che possiamo sommare per ottenere la funzione analitica —% +u.
Allora definiamo la superficie

(IH’W'H) = (S—"Ts-i-u X C:;:s,p(c), T‘-S(S) =C \ {}7

5Cardano ha espresso la formula solo per le radici reali, nel caso in cui la radice cubica v ¢ ben definita

e univoca. Questo caso accade quando q4—2 + % > 0.

6Le ambiguita sono dovute al fatto che le radici non sono univoche, quindi bisognerebbe stare a speciﬁcare
quali prendere, cosa vuol dire £, F, etc. Questa e anche la ragione per la condizione vivy = 3; vedi
Wikipedia. Da notare come ’espressione & resa inequivocabile quando passiamo da descrivere la formula
‘dal basso in alto’, come funzioni multivaluate, a descriverela ’dall’alto in basso’, come proiezioni da una
superficie Riemanniana.
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. . . 3 2 3 .
dove la proiezione pc-, che chiameremo v, rappresenta \/—3 + /% + 5. Su H abbiamo

P e quindi anche F =v — £.

anche la funzione analitica — -, 3
Il fatto che, per ogni z € 7y(H) e Z € H sopra z, il valore F(Z) & del tipo prescritto
dalla formula di Cardano, ovvero ¢ una soluzione a P, ., trova un interpretazione nella

commutativita del seguente diagramma, ovvero che P, o F = my.

ne——— ¢ ;7
S

S ———C Tt C ide
Bl
cC—2 C C

\//

Py = —w?—pw

Per questo chiamiamo F con dominio H una formula per gli zeri dei polinomi {P, ,}.cv in
termini del coefficiente q, dove U = 73 (H) € un sottoinsieme con complemento C\ U finito.
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3. IL GRUPPO DI MONODROMIA

In questa sezione formalizziamo il fenomeno descritto nella Nota 1.6: il valore di una "fun-
zione multivaluata’ si trasforma lungo cammini sulla base attorno a punti di ramificazione.
Nel linguaggio delle superfici Riemanniane, questa ¢ ’osservazione che curve continue sulla
superficie possono partire e terminare in punti diversi, nonostante la loro ombra sulla base
attraverso la proiezione € una curva chiusa; in questo caso diremo che il punto di partenza
si trasforma nel punto di arrivo attraverso ’azione di monodromia della curva chiusa.

Si da il caso che il gruppo di tutte queste azioni di monodromia e una invariante algebri-
ca molto potente per decidere quando esistono particolari funzioni analitiche tra superfici
Riemanniane. Ad esempio, nella Sezione 4 vedremo che i gruppi di monodromia di superfici
costruibili da operazioni algebriche ed estrazione di radici sono, come si dice, 'risolvibili’,
fatto che useremo per escludere la possibilita che certi polinomi, dei quali la superficie Rie-
manniana ha gruppi non ’risolvibili’, ammettano una formula risolutiva in termini dei loro
coefficienti.

Prima dobbiamo occuparci di una ostruzione che puo impedire di eseguire I’esperimento
mentale della Nota 1.6 su una qualsiasi superficie Riemanniana.

Esempio 3.1. Consideriamo la funzione analitica f : w € C\ {£1} = —*= € C. Questa
induce la superficie Riemanniana (S, f) coi punti di non invertibilita rimossi

w? 41
w17
sulla base U = f(S) = C\ {£%}. La fibra f~'{z} sopra ogni z € U \ {0} ha 2 elementi,
ovvero le distinte soluzioni dell’equazione w = (w? — 1)z, mentre la fibra f~1{0} = {0} ha
un solo elemento. Cio vuol dire che la superficie non ¢ 'uniforme’ sopra vicinati di 0, nel
senso che esistono branche di S sopra B,.(0) C U per r > 0 abbastanza piccolo, ma queste
non coprono tutto il cilindro aperto f~!(B,(0)).

Se {2z }x € U ¢ unasequenza di punti che tende a 0, allora ci sono sequenze {wy 1}, {wk2}r C
S con f(wy) = f(wgz2) = 2k, per ogni k, tali che {wy;}, tende a 0 mentre {wy 2} tende a
co. Il punto mancante nel cilindro aperto f~1(B) per renderlo "uniforme’ sopra un vicinato
B C U di 0 ¢ quindi il punto ad infinito. Quindi, possiamo inseguire solo i valori {wy 1}
della ’funzione multivaluata’ f~' : U --» S lungo un cammino attraverso i punti {z;} e 0,
ma non i valori {wg 2}, in quanto non convergono ad alcun limite in S.

S=C\{*1,+i} f(w)=—

Nell’esempio appena visto, certi punti nella base non hanno vicinati aperti sopra i quali
le branche coprono l'intero cilindro aperto. Questo impedisce di ’sollevare’ cammini v nella
base attraverso il punto a cammini 7 sulla superficie. Se invece la superficie & uniforme, nel
senso della prossima definizione, allora ogni curva ~ contenuta nella base sara la proiezione
di tante curve 7 sulla superficie quanti sono i punti sopra il punto di partenza ~(0). Le
superfici che ci interessano hanno tutte questa "proprieta di sollevamento’, si veda il Lemma
3.12, che sara un ingrediente fondamentale per definire I’azione di monodromia.

Definizione 3.2. Sia p: S — S una funzione analitica tra due superfici Riemanniane. Una
branca U di § e chiamata uniformemente rivestita da p se le branche di p sopra U coprono
I'intera preimmagine p~*(U). Se l'intera S puo essere coperta da branche uniformemente
rivestite da p, allora p e detta uniforme.

Chiamiamo la superficie S uniforme se lo ¢ la funzione analitica ristretta 7s : S — m5(S).
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Nota 3.3. La mancanza di uniformita puo essere una questione puramente formale, non
avente a che fare con un comportamento anomalo della funzione analitica; esempi sono

3.4.(1) e 3.5.

Esempi 3.4. (1) Per un sottoinsieme aperto stretto U C C, I'inclusione U < C ¢ una
funzione analitca non uniforme perché il dominio e stato ristretto artificialmente;
solo estendendo al suo dominio naturale C, oppure restringendo il suo codominio
a U, diventa uniforme. Cio non e da confondere col fatto che la superficie triviale
(U, my) € uniforme.

(2) Un sottoinsieme aperto U C C ¢ uniformemente rivestito dalla carta 7g : S — C di
una superficie S se e solo se le branche di § sopra U coprono l'intero cilindro aperto
75 (U); in particolare deve valere U C 75(S). Se S & uniforme lo sono anche tutti i
suoi cilindri aperti.

(3) Per ogni polinomio non costante P di grado d, la superficie Riemanniana (P~1(C\
P(Z(P"))), P), ottenuta rimuovendo le fibre delle immagini dei punti Z(P’) di non
invertibilita, & uniforme di grado d. In particolare, (C*, w?) & uniforme di grado d.

(4) (C,exp) ¢ uniforme di grado |Z|.

(5) (C\ 7-Z,cos) ¢ uniforme di grado |Z|.

(6) Se f : & — C ¢ una funzione analitica su un aperto S C C, con derivata non
evanescente e con fibre f~1{z} finite sopra ogni z € f(S), allora la superficie Rie-
manniana indotta (S, f) ¢ uniforme se e solo se la cardinalita delle fibre |f~1{z}] &
localmente costante su z € f(S). Ad esempio, per f: C — C un polinomio di grado
d, C\ f(Z(f")) e l'insieme dei punti sopra i quali f ha il numero massimale d di
preimmagini, quindi (f~'(C\ f(Z(f’))), f) & una superficie Riemanniana uniforme.

(7) Ogni superficie Riemanniana (S, 7s) contiene un cilindro aperto uniforme massimale,
ovvero la cui base contiene tutti i U C 7g(S) uniformemente rivestiti da 7s.

Esempio 3.5. Consideriamo le palle aperte disgiunte B%(n) C C pern € N con le
traslazioni. Sull’'unione disgiunta c’e la funzione composta

S=||[Bi(n), m:2€Bi1(n)—z—meC, 71:2z€858—r1,(2)€C,

n+2 n+2

dove per ogni z si prende la univoca n con z € B_1_(n). T & analitica con derivata costante 1.
n+2

La superficie Riemanniana indotta (S, 7) possiede vicinati uniformemente rivestiti in tutti i
punti della base 7(S) = By /2(0) tranne che in {0}U] |, 83% (0). Infatti, per ogni vicinato

0 € U C 7(S), gli unici punti della fibra 77'{0} = {n},en contenuti in una branca di S
sopra U sono quelli con B%(O) D U, che non puo valere per ogni n perché U ¢ aperto.

(S,7) non & uniforme in 0 non per la mancanza di punti, ma per un’eccessivita di essi.

Definizione 3.6. Chiamiamo una funzione analitica p : & — S tra superfici Riemanniane
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un rivestimento se ¢ uniforme e vale s op = 7s. 7

S P > S
C

Esempi 3.7. (1) La restrizione della carta s : & — ms(S) di una superficie Rieman-
niana uniforme S e un rivestimento; chiameremo questo il rivestimento sottostante.
(2) Per ogni 1 < d,d € N tale che d divide d, w € (C*, d) — wld € € (C*,w?) & un
rivestimento.
(3) Perogni 1 <d €N, w e (C*, exp) — exp(¥) € (C*,w?) & un rivestimento.

Lemma 3.8. Siano f, g, h funzioni analitiche tra superfici Riemanniane che rendono com-
mutativo il seguente diagramma.

Se p e ¢ sono rivestimenti, allora lo € anche r. Se r & un rivestimento e p e suriettiva, allora
p e g sono rivestimenti.

Dimostrazione. (1) Per ogni branca ' : V — § di p e ogni branca § : U — S di ¢ con
BU) CV, ' o & una branca di r. Allora, assumendo che p e ¢ sono rivestimenti, ovvero
uniformi, ci si convice del fatto che H puo essere coperto da branche uniformemente rivestite
da branche di r del tipo ' o 8. Quindi r ¢ uniforme.

(2) Per ogni branca 8" di r, po8” & una branca di ¢. Quindi, assumendo che p ¢ suriettiva
e r € un rivestimento, ovvero uniforme, ci si convice del fatto che H puo essere coperto da
branche uniformemente rivestite da branche di ¢ del tipo po3”. Quindi ¢ & uniforme. Inoltre,
per ogni sua branca del tipo 3 =po " :U = S, ' = 3" o qpw ¢ una branca di p:

-1 -1 —1 ,
poB = pigra) o B" o qiswy = Pgn@) O gn e O UBW) = PI8" @) O P ) © Upiar ey © UBW) = ip(s@))-
]

Useremo il Lemma 3.8 nelle seguenti due forme.

Esempi 3.9. (1) Se p : S — S una funzione analitica tra superfici Riemanniane con
Tsop =Tge S una superficie uniforme, allora la sottosuperficie p(S ) € S ¢ uniforme

"La commutativitd del triangolo si traduce nella visualizzazione di S come una superficie giacente sopra
S che giace sopra il piano C, dove la proiezione e data da p.
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e la restrizione p : § — p(S) & un rivestimento.

S £ » p(S)
s B AP(S“)
m5(S)

(2) Se p : & — S & un rivestimento tra superfici Riemanniane con S uniforme, allo-
ra anche S ¢ uniforme, e di conseguenza anche la sottosuperficie p(S), rendendo

l'inclusione p(S) < S un rivestimento.
Siamo ora pronti per trattare il fenomeno dell’azione di monodromia.

Definizione 3.10. Sia S una superficie Riemanniana. Chiamiamo una funzione = : [0, 1] —
S una curva continua se per ogni t € [0,1], esiste una branca f : U — S di w5 con
7(t) € B(U) e un sottointervallo aperto I C [0,1] con t € I e v(I) C B(U), tali che la curva
B~to Y1 = ms oy : I — U sia continua nel senso ordinario della parola.

0,1] ——— S
J J=
I —22 ¢

Si noti che agli estremi dell’intervallo [0, 1], con sottointervalli aperti si intendono quelli del
tipo [0,¢€) e (1 — ¢, 1].

Nota 3.11. Una definizione equivalente sarebbe: per ogni branca U di S, la preimmagine
v~ U) C [0,1] & un sottoinsieme aperto.

Proposizione 3.12 (Proprieta di sollevamento). Sia p : S — & un rivestimento tra superfici
Riemanniane e 7 : [0,1] — S una curva continua. Per ogni punto nella fibra 5 € p~'{7(0)},
esiste esattamente un follefuamento di v lungo p con punto di partenza s, ovvero una curva
continua v° : [0,1] — S con po~® =~ e 7*(0) = 3.

.S ——p{1(0)}

vga!f/// l” l
[0, 1] — S ¢ - {~(0)}

Dimostrazione. Concentriamoci prima sul caso in cui ([0, 1]) € contenuta nell'immagine di
una branca §: U — S con B(U) uniformemente rivestita da p. Allora, ogni s sopra v(0) &
contenuto nell'immagine di esattamente una branca 3’ di p sopra S(U), quindi 7° := /oy &
una curva con po~y°® =y e 7°(0) = #/(7(0)) = 5. Per vedere che & continua, basta riconoscere
che o 8 & una branca di 5 che contiene 7%([0,1]) e che la curva m50~° = g0y & continua
perché v e continua.

Per il caso generale, visto che p ¢ uniforme, ([0, 1]) & coperto da branche {U} di S che
sono uniformemente rivestite da p. La continuita di v garantisce che i sottoinsiemi v~ (Uy) C
0, 1] sono aperti. Essendo [0, 1] compatto, esiste una ¢ > 0 tale che ogni sottointervallo chiuso
Is(t) == {t' € [0,1]||t' — t|] < d}, per ogni t € [0, 1], & contenuto in almeno uno dei v~ (Uy),
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ovvero y(I5(t)) € Uy, per almeno un k. Si scelga la propria sequenza monotona crescente
finita {¢;}o<j<n C [0, 1] preferita, fintanto che soddisfi ¢y = 0,ty = 1 e |tj41 —t;| < J per
ogni 0 < j < N, cosicche [0,1] = (J;[t;,¢;+1] con sottointervalli chiusi di lunghezza < d.
Ne segue che ogni ¥([t;,t;41]) € contenuta nell'immagine di un Uy, che ¢ una branca di S
uniformemente rivestita da p. Allora possiamo ridurre il problema al caso trattato in primis
usando induzione.

Le restrizioni 7; = v|jt,¢;) sono curve continue in §. La curva 7; per di pitt ha immagine
contenuta in un Uy, quindi puo essere sollevata ad esattamente una 7, per ogni 5 sopra
71(0) = v(0). Sia ora 0 < j < N, e assumiamo che la curva 7; puo essere sollevata ad
esattamente una 'yf, per ogni s sopra y(0). La restrizione 6 = v, ,,,) Puo altrettanto essere
sollevata ad esattamente una 6%, per ogni 5 sopra 6(0) = ~(¢;). Allora, la curva estesa

Vgg(t) te [07 tj]
0°(t) t e (tjtjm]

¢ continua se e solo se 63(t;) = v:(t;), ovvero ce esattamente un modo di estendere 77 in
modo continuo, per ogni s sopra 7y(0). O

Viar ot € [0,854] = {

Definizione 3.13 (Azione di monodromia). Sia p : S — S un rivestimento tra superfici
Riemanniane e v una curva continua in S con s := 7(0), s; := y(1).

Per ogni_ 5 € p~'{sp}, il sollevamento di v lungo p con punto di partenza S € una curva
continua ~* che parte in 5 e termina in un punto della fibra p 1{51} Y1) €p 1{31} Si
rammenti che la Proposizione 3.12 garantisce che il sollevamento ¢ univoco, quindi c¢’e¢ un
univoco modo di associare ad ogni s un punto di arrivo nella fibra, ottenendo una funzione

oy 5 €p s} = (1) € p s},
che chiamiamo [’azione di monodromia della curva v tra le fibre p~'{so} e p~{s;}.
Definizione 3.14. Ogni curva continua v in § definische una curva continua inversa
ylite0,1]—=y(1-t€S.
Ogni due curve continue v, con 6(1) = v(0) definiscono una curva continua composta

705:t€[0,1]r—>{5(t) telo,

Lemma 3.15. Sia p : § — S un rivestimento tra superfici Riemanniane e v,d due curve
continue in S con 5<1) = 7(0). Allora Vale. Oyes = 05005 € 04100, = de—.l{.,y(o)}. .Ovvero', 19
azioni di monodromia si comportano associativamente rispetto alla composizione di cammini.
In particolare, vale 0,-14, = id)-1(y(0)},0,-1 = 0. Ovvero, tutte le azioni di monodromia
sono biiezioni tra le rispettive ﬁbre.

Dimostrazione. Siano sy := 6(0),s; = d(1) = v(0), s := v(1). Per ogni sollevamento §° di §
lungo p con punto di partenza s € p~'{sg}, consideriamo la curva composta o = 755(1) ° ),
dove 75§(1) ¢ I'univoco sollevamento di v lungo p con punto di partenza 6%(1). Allora vale
poa=~vyedea(0) =09°0) =S5, ovvero a & 'univoco sollevamento di v e lungo p con punto
di partenza s. Riassumendo, vale

f.3. 5 £.3. ox(3 £.3.
73e5(3) "= 1) =97 (1) PR 7O (1) P2 o (05(5)).
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Visto che s era arbitrario, abbiamo dimostrato o,es = 0, 0 0.
La seconda proprieta ¢ simile. Basta notare che il sollevamento (y~!)% della curva inversa
y~! & precisamente la curva inversa (7¥)~! del sollevamento *, dove si bisognerebbe tener

conto di cosa sono s e s. O

Definizione 3.16. Sia S una superficie Riemanniana con un punto sy € §. Un ciclo in S
con base sy € una curva continua in S che inizia e termina in so; ne denotiamo €2, S l'insieme.

Sia ora p : S — S un rivestimento tra superfici Riemanniane. Denotiamo con S(p~'{so})
il gruppo di tutte le permutazioni della fibra, ovvero funzioni biiettive p~'{so} = p~'{so},
con l'operazione di composizione e I'identita come elemento neutro. Chiamiamo il gruppo di
monodromia di S sopra s il sottogruppo

Monso(g,p) C S(p~{so})

delle azioni di monodromia indotte da cicli v € Q,,S. Questa definizione e ben fondata per
via del Lemma 3.15.

Esempio 3.17. Per ogni superficie Riemanniana uniforme S e zy € m5(S), possiamo consi-
derare il gruppo di monodromia Mon,, (S, 7s) del rivestimento sottostante.

Nota 3.18. Fortunatamente, non sono i cicli in se che ci importano ma la loro azione di
monodromia. Nonostante l'insieme {2, S sia enormemente grande, la maggior parte delle
informazioni che contiene sono ridondanti per lo studio dell’azione sulle fibre nelle nostre
superfici. Questo perché essa ¢ indipendente da deformazioni continue dei cicli, le omotopie.
Localmente questo ¢ chiaro, perché sopra palle B.(sg) abbastanza piccole le branche della
superficie sono disgiunte (Figura 1), e percio il sollevamento di ogni curva in g, B(so)
non cambia mai branca e induce un’azione triviale; questo comportamento si estende alle
deformazioni.

Piu precisamente, si puo dimostrare che se due curve sono omotopiche allora inducono
la stessa permutazione sulle fibre, da qui il termine monodromia. Ironicamente, sebbene
fondamentale, la proprieta che da al gruppo di monodromia il suo nome non e strettamente
necessaria per la nostra discussione, in quanto le superfici alle quali saremo interessati hanno
abbastanza simmetria da permettere di calcolare ’azione di ogni ciclo facilmente.

Il prossimo lemma ci assicura che il gruppo di monodromia ¢ una invariante algebrica
rispettivamente al concetto di isomorfia sopra C. Ovvero, se due superfici sono indistinguibili
nella loro natura di superficie Riemanniana come suggerito nella Nota 2.12; allora anche i
loro gruppi di monodromia sono indistinguibili. Lasciamo come esercizio la dimostrazione
dei due seguenti Lemma.

Lemma 3.19. Sia f: S 5 T un isomorfismo sopra C tra superfici Riemanniane uniformi, e
[ 7s(S) = 7 (T) lisomorfismo disceso. Per ogni 25 € 7s(S), f si restringe a una biiezione

tra le fibre 7' {20} = 7' {f(20)} e ¢’& un isomorfismo f, tra i gruppi di monodromia di S
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e T che rende commutativo il seguente diagramma.
_ o fooof~1 1=
S(rs'{z0}) ———=— S(r7 {F(20)})

J J

Mon,, (S, ms) ——L— Mong, (T, 7r)

I I

Qms(S) VHj = ’ Q?(ZO)WT(T)

Lemma 3.20. Sia p : § — S un rivestimento tra superfici Riemanniane e a una curva
continua in S con sp := «(0),s; := a(1). Allora « induce un isomorfismo per coniugazione
dei gruppi di monodromia sopra sy e sopra si.

S(p{so}) —2222% s S(p~Hsi})

J J

/\/lonso(g,p) UWHU&OUVOUQ Monsl(S P)

f f

yaeyea !
QS » S

C’e da notare che questo isomorfismo non e canonico, ovvero dipende dalla scelta della curva
che connette sy a sy.

Proposizione 3.21. Siano S e una sua sottosuperficie Y C S superfici uniformi, cosicche
anche il cilindro aperto C = 75! (7s(U)) ¢ uniforme. Per ogni zy € ms(U), ci sono 'epimor-
fismo della restrizione py. e il monomorfismo dell’inclusione ¢, che rendono commutativo il
seguente diagramma.

S(rg'{z0} NU) +—— Mon (U, Tspy) ——— Quyms(U)

] /

S(rg'{z}) «—— Mon,,(C , Ts|c)

T ]

Mon,, (S, 1s) «— Q, 7s(S)

Inoltre, se il cilindro C ¢ coperto da sottosuperfici uniformi {Uy }x, Uy C C, allora le restrizioni
Pu,» compongono un monomorfismo nel prodotto diretto

(pllk*

./\/lonZO(C,ﬂ'3|c @MOTLZO U 7TS|L{)

Dimostrazione. La restrizione di un azione di monodromia o, dall'intera fibra m5'{z} alla
fibra nella sottosuperficie 7T§|L{Zo} ¢ precisamente 1’azione di monodomia su U considerata
come superficie Riemanniana a se stante, quindi la restrizione py, ¢ chiara. Similarmente,

I’azione sulla fibra ng{zo} considerata sulla superficie S ¢ la stessa di quella considerata su
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C a se stante. La composizione (py,.) © iniettiva perché un’azione su 75'{z} & I'identita se
e solo se & I'identitd su una copertura di mg'{z}. O

Esempio 3.22. Sia 1 < d € N. Calcoliamo il gruppo di monodromia Mon,;(C*, w?) C
S({¢*Yorea), dove CF = 2™ sono le radici d-esime di 1.

Consideriamo prima il ciclo pilt naturale, ovvero ¢ : t € [0,1] — 2™ € C*. I suoi
sollevamenti sono gli archi ¢¢* : t € [0,1] — 2™ € C*, dai quali si legge direttamente
I’azione di monodromia: o,4(¢*) = ¢**! per ogni 0 < k < d, da notare ¢? = ¢°. Ovvero, la
permutazione o, & ciclica di ordine d, e genera il sottogruppo (o) C Mon,(C*, w?).

Sia ora v € ,;C* un ciclo arbitrario. Si da il caso che, per via della simmetria rotazionale
del rivestimento w? : C* — C*, lazione di monodromia ¢, ¢ univocamente determinata
da dove mappa un qualsiasi elemento. Consideriamo il sollevamento ,ygo di v lungo w? con
partenza in ¢°. Allora, per ogni 0 < k < d, la rotazione ¢?™a - v¢° della curva sollevata ¢
altrettanto un sollevamento di v:

ik 0 ik 0 0
who (M- 4) = (™) (1) =1 (w' o) =1,

con partenza e2™a.4<* (0) = 2™ -0 = % e arrivo €™ -4 (1) = (*-0,(¢). Per definizione
ne segue o, (¢*) = ¢*-0.,(¢°) = agﬂ(fo) = aé((k), per la 0 < j < d tale che a;(go) = 0.,(¢7).
Visto che cio vale per ogni k, o, e a; sono la stessa permutazione.

Abbiamo dimostrato che ogni altra azione di monodromia ¢ in realta gia indotta da una
potenza del ciclo ¢, ovvero Zg = (o4) = Mon;(C*,w?) ¢ il gruppo ciclico di ordine d.

Inoltre possiamo calcolare la monodromia di ogni cilindro aperto (B.(0) \ {0},w?) di
(C*,w?) sopra B.(0) \ {0}, prendendo come punto base % Abbiamo prima di tutto un
inclusione

3.21

Mon.a (B.(0) \ {0}, w’) == Mon.«(C", w) =25 Mony (C, w),

ma questa ¢ tuttalpilt suriettiva perché il ciclo naturale 5 "¢ € Q. B(0)\{0} viene mappato

w—w-2/e?
w?) ——— (

C*, w).

5
a ¢ € ;C* sotto l'isomorfismo sopra C di superfici Riemanniane (C*

~

Esempio 3.23. Calcoliamo il gruppo di monodromia Mon;(C,exp) C S({bk}rez), dove
0r = 2mik sono i logaritmi di 1. II ciclo pilt naturale ¢ di nuovo ¢ : t € [0,1] — €™ €
C*. 1 suoi sollevamenti sono i segmenti ¢% : t € [0,1] — 27it + 2mik € C, dai quali si
legge direttamente 1'azione di monodromia: o4(0;) = 6r+1 per ogni k € Z. Ovvero, la
permutazione oy ¢ ciclica di ordine infinito.

Analogamente all’Esempio 3.22, per via della simmetria traslatoria del rivestimento exp :
C — C*, ogni altra azione di monodromia ¢ in realta gia indotta da una potenza del ciclo ¢,
quindi otteniamo che Z = (o4) = Mon,(C, exp) ¢ il gruppo ciclico infinito.

Esempio 3.24. Sia P(w) = aw? + bw + ¢ un qualsiasi polinomio di grado 2. Completando

il quadrato otteniamo P(w) = a(w+ £)*+c¢— %, quindi Z(P') = {—2} & 'unico punto di

non invertibilita, cosicche (C\ {—2L}, P) & una superficie Riemanniana. C’¢ un isomorfismo
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sopra C di superfici Riemanniane

W w4 2

C\{-$) 2

I lU,Q

2L (z— c+

C\{-% “aleetia) o

che induce via il Lemma 3.19 un isomorfismo Mon,_» (C\{—£}, P) = Mon, (C*, w?) = Z,.

Analogamente, ogni polinomio P di grado d > 1 del quale la derivata P’ ha un singolo

zero £ € C di molteplicita d — 1, ovvero Z(P') = {£}, e rappresentabile nella forma P(w) =
a(w — &) + c. Di conseguenza P induce una superficie Riemanniana (C \ {£}, P) isomorfa
(C* w?), con gruppo di monodromia Zg.

Esempio 3.25. Sia P un qualsiasi polinomio di grado 3. Se la derivata P’ ha un singolo
zero, P indurrd una superficie Riemanniana isomorfa a (C*, w?), come spiegato in 3.24. Ci
concentriamo allora sul caso Z(P’) = {&;,&} con & # &.

Chiamiamo (; = P(;),7 = 1,2, e notiamo che deve valere (; # (3 perché altrimenti sia
& che & sarebbero zeri di multiplicita 2 del polinomio P — (; di grado 3, cosa che non puo
accadere. Le fibre P7'{(;} sono composte da &; e un secondo punto Ej di multiplicita 1, nel

senso che ordg, (P —¢;) =1, che equivale a P'(€;) # 0. A conti fatti, ottienamo la superficie

Riemanniana indotta U := C\ {&;,&,,&,&,} sopra la base U := C \ {¢1,(}. Calcoliamone
il gruppo di monodromia.

Prendiamo vicinati aperti £, € V, & € V C C abbastanza piccoli sui quali la restrizione di
P assume la forma locale standard 7.6 con immagine una palla aperta B,.((;), quindi con

Py:V -2 B(E) W B¢, By VD Bus(e) SN ().
Abbiamo trovato un cilindro aperto V\ {&,}UV\{&} = P~Y(B,(¢)\{¢1}) C U della nostra
superficie Riemanniana U che decompone P in un polinomio lineare e uno quadratico.

Per un qualunque z; € B,(¢1) \ {1}, il ciclo naturale v € ., B,.((;) \ {Gi} gia visto
nell'Esempio 3.24 ha azione 0., che lascia fisso il punto in V' \ {£;} e scambia i due punti in
V\ {&1}, ovvero ¢ una transposizione in S(P~1{z;}). In particolare, attraverso I'inclusione
3.21, questa ¢ una transposizione di monodromia nel gruppo Mon,, (U, P).

Un ragionamento analogo ci da una trasposizione o, € Mon,, (U, P) sopra un punto

2o vicino all’altro punto di ramificazione (5. Sapendo Mon,, (U, P) E) Mon.,(U, P),

abbiamo due transposizioni in Mon., (U, P), ovvero o, e quella che corrlsponde a o, sotto
Iisomorfismo. Se sapessimo che queste sono transposazioni differenti, seguirebbe

Mon,, (U, P) = S(P*{z}) = Ss,

perché una transposizione e una qualsiasi altra permutazione generano S3; ma dimostrarlo
e complicato.
Anche se o, trasportata in Mon,, (U, P) fosse uguale a o, (e non lo ¢), comunque noi
ossiamo dedurre che una permutazione o o € Mon,, (U, P) esiste. Questo perché U e
v 1

)
connesso, quindi esiste una curva continua 0 : [0,1] — ¢ con 0(0) € V e 6(1) € V entrambi
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nella fibra P~'{z}, che di conseguenza induce un’azione op_z che per definizione scambia il
punto in V sopra z; con un punto in V, ovvero oy # 0.

In generale non ¢ cosi semplice dedurre che le azioni di monodromia generano l'intero
gruppo di permutazioni perché essi diventano piu grandi.

Esercizio 3.26. Sia p : § — S un rivestimento tra superfici Riemanniane. Dimostra che,
se ogni due punti in S possono essere connessi da una curva continua, allora ogni gruppo di
monodromia agisce transitivamente sulla fibra, ovvero per ogni 5,5 € p~'{so}, s9 € S esiste

una o € Mon,,(S,p) con o(3) = 7.

Esempio 3.27. Sia p : V — C una funzione analitica non costante su un sottoinsieme
aperto e connesso V C C, tale che la superficie Riemanniana (S, p) ottenuta eliminando
tutti i punti Z(p’) di non invertibilita & uniforme. In questo esempio caratterizziamo le
azioni di monodromia in un cilindro aperto attorno a £ € Z(p').

Chiamiamo ¢ = p(§) € p(V) e {& 3 = pH{¢} tutti i punti sopra ¢, anche quelli con
derivata invertibile. Applichiamo il Lemma 7.6 per ottenere vicinati &, € V. C )V omeomorfi
a palle aperte, senza perdita di generalita tutti disgiunti, sui quali pjy, assume la forma locale
standard. Se la fibra ¢ finita |p~'{(}| < oo, si pensi ad esempio a un qualsiasi polinomio,
allora l'intersezione finita (), p(Vx) = B,(¢) ¢ una palla aperta intorno a (; d’ora in poi
operiamo sotto questa assunzione. Dopo aver rimpicciolito i Vi a Vi, N p~1(B,.(¢)), tutte le
restrizioni py, : Vi — B,(¢) sono in forma locale standard:

Ll Ve Vi 2 > Blaay (&)
lp pN (/CJr(w*&c)dk
B:(¢) B:(¢) dy = orde, (p — () < o0
Questo diagramma puo essere ristretto a uno di funzioni con derivate non evanescenti:
L Vi \ A&k Vi \ {&k} o r Boya (§) \ {&} —— B1(0) \ {0}
lp kam M(w—fk)dk &4
B.(O)\ {¢} OGS —= Bu0)\ {0}

Gli omeomorfismi analitici ¢, diventano 1som0rﬁsm1 sopra C di superfici Riemanniane.

Ve \ {8k}, p\vk\{sk}) = (B (€6) \ &}, ¢ + (2 = &)™) = (B1(0) \ {0}, w™)

Sciegliendo un arbitrario zy € B,(¢) \ {(} otteniamo un diagramma commutativo di
omomorfismi

@k MOWZL;C(BI(O) \ {0}7wdk) 322 @k de

3.19TZ

@k Monzo (Vk \ {fk}7p)

3.21]\

M0n20<87p) A’ Monzo(l_lk Vk \ {gk}7p) — chm({dk}k)
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dove mem({dy }x) € il minimo comune multiplo dei numeri naturali di e (S, p) ¢ la superficie
Riemanniana indotta da p che contiene | |, Vi \ {&x} come cilindro aperto sopra B, (¢) \ {¢}.

Deduciamo che per ogni tale valore ¢ € p(V), il gruppo di monodromia Mon,, (S, p) della
superficie indotta sopra un z, € p(S) abbastanza vicino a ¢ contiene una permutazione che
si scompone in cicli

o= (211 Z1a,)(Z2n - Zaay) 0 (Bra 0 Zrdg ), ord(o) = mem({dy}x)
dove p~Hzo} = {Zi;}ij, K = [pH(}H e dp = ordg,(p — ¢). La tuple dei dati (dy, - ,dk)
viene chiamata il profilo di ramificazione di p sopra zg.

d _ . Dei calcoli

Esempio 3.28. Sia 2 < d € N e consideriamo il polinomio P(w) = w
elementari analoghi a quelli negli esempi precedenti danno

J

P(w) = w’ —w Z(P) ={0} U{p;j}o<jcd—1 pj = eXmaT
P/(w) = d(w'™! - ) 2(P') = {&}oss<an £ = e
G=Pe) =g PG) = {6 U Euhienear  ver dei (§y) e tutt distinti

Cio vuol dire che, sopra ognuno dei d — 1 valori critici ¢;, P ha profilo di ramificazione
(1,---,1,2,1,--- ,1) sopra (;:

WO<j<d—1,1<k<d—1: orde(P—() =2, ordg (P—¢)=1.

Quindi prendiamo U := C\ {(;}; e S := C\ {§,&1, - ,& a0}y = P1(U), cosicche
(S, P) ¢ una superficie Riemanniana uniforme di grado d. Dimostreremo che le azioni di
monodromia indotte dai cicli intorno a ogni punto di ramificazione (; sono le transposizioni
(0, pj) € S(Z(P)), che di conseguenza generano l'intero gruppo

Mony(S, P) = S(Z(P)) = S,.

Gli argomenti nell’Esempio 3.27 si applicano a ogni nostra (; per ottenere una transposizione
sopra una base z; abbastanza vicina a ¢;. Dovremo dopo mappare ognuna di esse nel gruppo
Mony(S, P) tramite coniugazione 3.20.

Sia allora r > 0 tale che, per ogni 0 < j < d—1, P7'(B,(({;)) si decompone in componenti
connesse sulle quali la restrizione di P e esprimibile in forma locale standard. Una scelta
naturale per le basi e z; = (1 — %)Cj. Adesso incominciano le difficolta, in quanto non
conosciamo (o almeno, 'autore) un modo per determinare esplicitamente i punti sopra z;,
ovvero le d soluzioni dell’equazione polinomiale w? —w = zj. Bisogna quindi ricorre al nobile
metodo del tentare, sperando che queste soluzioni hanno una qualche struttura.

Mostriamo qualitativamente nella Figura 4 i punti di interesse, che si trovano sulle rette
tra 0 e i §; e hanno la simmetria rotazionale espressa da

w? — dw
d—1
Visto che P conserva la linea R C C, conserva anche le sue rotazioni §; - R = (; - R,

permettendoci di studiare la funzione ristretta

VwGC,O§j<d—1P(w§]):— Cja Zj = ZopPj-

t4 — dt
d—1

Per:t§ €& -Rio —
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Uno studio di Pg,g, considerata come funzione reale, ci da un grafico qualitativo che mo-
striamo nella Figura 3. Gli intervalli (0,¢;) e (&;, p;) sono mappati biiettivamente a (0, (;),
nel quale z; ¢ contenuto; chiamiamo z; 1, ;2 le sue due preimmagini nei due segmenti rispet-
tivamente, che notiamo essere i due punti in § sopra z; contenuti nella stessa componente
connessa di P71(B,((;)). Segue dall’Esempio 3.27 che il ciclo naturale

vt €[0,1] = ¢+ (25— )™ € Bo(¢) \ {¢}
induce un azione di monodromia o, € Mon., (S, P) che scambia Z;; e zj o, e fissa ogni altro
punto sopra z;.

FIGURA 3. Grafico di t§; € §; - R5p — —tjl:‘ft{j c¢-R

07 pPj = 07 1, %52 24 53 = Cj’

Rimane mappare ogni o, a Mony(S, P) per verificare che inducano la transposizione
desiderata. La scelta naturale di curve che connettono 0 a z; € ovviamente «;(t) = tz;. Dal
grafico si vede che il sollevamento di «; al punto di partenza 0 termina in z;;, mentre quello
al punto di partenza p; termina in z;9; un lettore scettico ¢ sempre libero di dimostrarlo.
L’azione di monodromia di oy sugli altri punti di partenza sopra 0 sara irrilevante.

1

L’azione di monodromia o' 0 0,; 00, dei cicli coniugati ¢ quindi (0, pj) € Mony(S, P).

—1
o

- o
J ~ ~ J
0 —— zj1, %, 21— 0

pj — Zj2 Zja > pj

~

N N
7 . T 7 .

Yol /| ®

(A) Dominio. (B) Codominio.

FIGURA 4. Il polinomio w® — 6w. Nel dominio sono mostrati tutti i
sollevamenti di tutte le cose mostrate nel codominio.
{()} . {pJ}J = {0}7 {52762,17 e 752,4} = {CQ}a {gQ,la g2,2> o } = {22}

{ Za,1 722
/

T2 52 } = 72

Y
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Esercizio 3.29. Ispirandoti all’esempio precedente, convinciti che tutti i polinomi P,, (w) =
w? + ayw, per ogni a; € C*, inducono una superficie Riemanniana uniforme (S, P,,) ot-
tenuta rimuovendo d — 1 punti di ramificazione P, (Z(P, )) = {{;}o<j<d—1, con gruppi di
monodromia Mon, (S, P,,) = Sy, per 2o € P, (S).

Esempio 3.30. Sia 2 < d € N e consideriamo la funzione P : w € C* # € C. Dei
calcoli elementari analoghi a quelli negli esempi precedenti danno

w? —1 2mid
P(w) = —- Z(P) =A{pj}o<j<d pj=e""d
w’ + 75 1 (%42
P'(w):(d—l)T Z(P') = {&}o<i<d §j :ﬁe(” )
d 1 _ - . e e .
(j=P&) = Tio1g P HGY = (&Y U {En <had per dei {£; .}, tutti distinti.
Sopra ognuno dei d valori critici ¢;, P ha profilo di ramificazione (1,---,2,--- 1) sopra (;:

WO<j<dl<k<d—1:ordg(P—() =2 ordg (P—)=1.

Quindi prendiamo U := C\ {¢;}; e S :== C\{0}U{&;, &1, , & a0} = P7H(U), cosicche
(S, P) ¢ una superficie Riemanniana uniforme di grado d. Dimostreremo che le azioni di
monodromia indotte dai cicli intorno a ogni punto di ramificazione (; sono le transposizioni
(pj, pj+1) € S(Z(P)), che di conseguenza generano l'intero gruppo

Mono(S, P) = S(Z(P)) = S,.

Sia allora r > 0 tale che, per ogni 0 < j < d, P~'(B,((;)) si decompone in componenti con-
nesse sulle quali la restrizione di P ¢ esprimibile in forma locale standard, come nell’Esempio
3.27. Una scelta naturale per le basi ¢ z; := (1 — 2:)(;.

Mostriamo qualitativamente nella Figura 5 i punti di interesse, che si trovano sulle rette
tra 0 e i p;,&; e hanno la simmetria rotazionale espressa da

. , wl+ (d—1
VwE(C,0§]<dP(w§j):<#)§], Zj = ZopPj-

Visto che P conserva la linea Ry C C*, si restringe a una funzione tra le linee

41 (d-1
Pera, 116 €& - Rog (%) GEG-R, P& Rso) =1[¢j,00- (),

con punto di minimo globale &;, quando considerata come funzione reale. Allora P si restrmge
a una funzione P : =C\U,;& -Rog — C\U,lG,00-¢) = . U, dove il dominio V

¢ un unione di d settori aperti disgiunti del piano, ognuno con esattamente una p;, e U e
semplicemente connesso.
Notiamo che i punti Z;1, z;2 in S sopra z; contenuti nella stessa componente connessa di
~1(B,(¢;)) sono contenuti uno nel settore di p; e I'altro in quello di pj1.
Segue dall’Esempio 3.27 che il ciclo naturale

Vit €0, G+ (2 — ¢)e™™ € Bo(G) \ {¢}
induce un azione di monodromia 0., € Mon.,(S, P) che scambia 2, e Zj, e fissa ogni altro

punto sopra z;.
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Rimane mappare ogni o, a Mony(S, P) per verificare che inducano la transposizione
desiderata. Sia quindi a;(t) = tz; la curva che connette 0 a z;. Visto che «; € contenuta in

U il suo sollevamento a ogni punto di partenza p; ¢ limitato al settore di p; in V. Essendo
zjbl_, zjbg gli unici punti di § sopra z; nei settori di p; e p,4; rispettivamente, i sollevamenti
o, a7 terminano necessariamente in Zj; e Zj, rispettivamente. L’azione di monodromia
di a; sugli altri punti di partenza sopra 0 sara irrilevante.

L’azione di monodromia 0;j1 00,00, dei cicli coniugati ¢ quindi (p;, pj+1) € Mony(S, P).

Oa; Oo;

J ~ O J
e AR W S e

Pj+1 — Zj2 Zj2 = Pj+1

@JB? R

(A) Dominio. (B)
Codominio.

FicurA 5. La funzione ¥ T Nel dominio sono mostrati tutti i sollevamenti
di tutte le cose mostrate nel codominio.
{Pj}j — {0}, {Slvgl,ltgl,%gl %} = {G}, {5171,5172, b= {a}

Z1,1 21,2

) TN 7"'}H7/1

Esercizio 3.31. Ispirandoti all’esempio precedente, convinciti che tutti le funzioni anali-
tiche P, (w) = %, per ogni ay € C*¥, inducono una superficie Riemanniana uniforme
(S, P,,) ottenuta rimuovendo d punti di ramificazione P, (Z(F, )) = {{;}o<j<d, con gruppi

di monodromia Mon,, (S, P,,) = Sy, per zo € P, (S).

Esempio 3.32. Consideriamo la superficie Riemanniana uniforme (C \ 7Z, cos) sulla base
C\ {—1,1}. Dei calcoli elementari danno

s s
Z(cos) = wl + 5= {pr}rez, pr:= 5 + km,

Z(cos") = nZ = {&}rez = {&k} ez, L {§k} ke = C0S 1Y ucos H{-1}, & :=km,

dispari

Vk € Z, k pari : orde, (cos —1) =2, Vk e Z, k dispari: orde, (cos+1) =2
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ovvero cos ha profilo di ramificazione (2) xez sopra 1 e (2) ez sopra —1.
k pari k dispari
Gli argomenti nell’Esempio 3.27 si applicano a ( = +1. Prendiamo allora r > 0 tale

che cos™}(B,(1)) e cos ' (B,(—1)) si decompongono in componenti connesse sulle quali la
restrizione di cos € esprimibile in forma locale standard. Siano

a:te0,1]—= (1-5teC\{-1,1}, p:tc[0,1]— (-1+5tcC\{-1,1}.

Allora, lasciamo come esercizio verificare che i cicli naturali
y:te[0,1)—1-— £e2mt, d:tel0,1]— -1+ ge%it,
in Ql_%Br(l) e Q_H%BT(—l) inducono, dopo coniugazione con « e [ rispettivamente, le
azioni di monodromia
T = Oq1leyea = " (P=3 p—2)(p-1 p0)(p1 p2) -, 1:=0p-1e5ep = (P2 p-1)(po p1)(p2 p3) -,
che mostriamo nella Figura 6. Esprimiamo qualitativamente le combinazioni di 7 e 7:
P=id=1n’, nor=_(-prpypa - )(-prpips--)=(ron"

(mom)" =---(-+pan po p—2n )+ (- pgnt1 p1 P2ng1 -+ )~ =(Ton)™", Vn>1.
Puo essere verificato che le permutazioni 7 e  non hanno alcuna relazione, se non per la loro
nilpotenza, e quindi il sottogruppo che generano e isomorfo al gruppo libero in due elementi

(9,h|g* =0=h* = (1,1) € Mong(C\ 7Z, cos).
Similarmente agli Esempi 3.22 e 3.23, sfruttando le simmetrie della superficie (C\ 7Z, cos)
VzeC,neZ: cos(z+2mn) =cos(z), VzeC: cos(z)=cos(z),

si puod dimostrare che 1’azione di monodromia o, indotta da un qualsiasi ciclo A € Q,C \
{1,—1} & univocamente determinata da o,(pg) ed & gia una combinazione di 7 e 7. Di
conseguenza abbiamo (1,7) = Mony(C \ 7Z, cos).

(A) Dominio. (B)
Codominio.

FIGURA 6. La funzione analitica cos. Nel dominio sono mostrati tutti i
sollevamenti di tutte le cose mostrate nel codominio.
{pk‘}k = {O}? {fk’,}k = {1 71}7
cosflm{l — I Ucos {1+ 5} —» {1 -1, -1+ 5t
) {72}56003*1{175} =7, {Spk}k’ = 37 {62}56003*1{71+£} =0

Ora che abbiamo visto un paio di esempi concreti di gruppi di monodromia, proseguia-
mo studiando come esso si trasforma attraverso rivestimenti di superfici Riemanniane, e in
particolare attraverso il prodotto fibrato. Queste considerazioni saranno fondamentali nella
Sezione 4 per dedurre le proprieta dei gruppi di monodromia di un’intera classe di superfici

Riemanniane, conoscendo meramente i gruppi delle superfici usate per costruirle.
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Proposizione 3.33. Sia p : S — S un rivestimento tra superfici Riemanniane, S uniforme
e 29 € m5(S), so € m5' {20} con sy € p(S). Allora il triangolo 75 o p = 7z si restringe nel
modo

1{80} —> 7T~ {So} —> S

l lﬂg

{s0} <
~_ l e

{20} — ms(S) «— m5(S)

sulle fibre, ¢’¢ una naturale iniezione 2, S — QZO7T§(S), v+ Ts07, e le azioni di monodromia
di p sopra sy sono in modo naturale anche azioni di monodromia di 7g sopra zy, ovvero c’e
un inclusione di gruppi ¢, s, che rende commutativo il seguente diagramma.

S(rs'{20}) —— Mon. (8, 7g) «——— Q,m5(S)

]\quso ]\'y»—nrs oy

S(p~Hso}) «—— Mon,,(S,p) ¢—— QS

L’immagine di questo monomorfismo e il sottogruppo di azioni di monodromia che pre-
servano la fibra p~*{sg} C Wil{zo}:

Mon,(8,p) T2 {o € Mon,(&,75) | o {s0}) = p~{s0}}

T 1p— 1150}

Dimostrazione. Come nell’Esempio 3.9, la restrizione p : S — p(g) ¢ un rivestimento tra

superfici uniformi. II fatto che ms o~ & un ciclo contenuto in 7g(S), e non meramente in
7s(S), vale perché lo si puo sollevare a 7°, per una qualunque 5 € p~'{so} # 0, e osservare

Tg 07y = Tg opo'ygz 7T§O’y§€ onﬂg(g).
Il monomorfismo desiderato allora manda un’azione o, € S(p~'{so}) all’azione 0,4, €
S (ng{zo}); questo ¢ ben definito perché se o;g0y = 0rgoy Per due diverse curve v, 7/, allora
vale per foza anche o, = 0.
Per la caratterizzazione dell’immagine, basta notare che un azione o5 € Mon,, (g, T3),
per 0 € QZOﬂ'g(g), preserva la fibra p~!{sy} se e solo se il suo sollevamento lungo Tsip(3) &

una curva 0* in p(S) € chiusa, ovvero un ciclo in €S, quindi nell'immagine di ¢, . O
Proposizione 3.34. Sia p : S —» S un rivestimento suriettivo tra superfici Riemanniane

uniformi e 2y € 7'('3(8 ). Le azioni di monodromia su S si restringono ad azioni di monodromia
su S, dando un epimorfismo di gruppi

Pu s 0y € Mon.o(S,75) = (s = p(0,(3))) € Mon, (S, 7s),
dove per ogni s € ﬂgl{zo} si applica o, a un qualunque punto nella fibra 5 € p~'{s}.
Il nucleo dell’epimorfismo p, e dato da
ker p, = ﬂ Lp7s(./\/lons(§, p)) C Mon., (S, T3),

s€7r§1{zo}
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dove i monomorfismi ¢, s sono descritti nella Proposizione 3.33.

(//\

S(rz'{z0}) < > kerp, < y Mon (S, m5) «—— Q. 75(S)
) H
@ S 1{8} — msew 1z} lp, S(MO'I'LS(S p)) P
seEmg {zo}

S(rg'{z}) +———— Mon,(S,7s)

Dimostrazione. Verifichiamo che la funzione p, sia ben definita. Sia s € mg'{z}. Per
ogni 5 € p~Hs} # 0, po~® & I'univoco sollevamento di v lungo 75 con punto di partenza
p(7%(0)) = p(8) = s, che quindi non dipende dalla 3 scelta. L’azione di monodromia che
induce (sulla superficie S!) allora ¢

a,(s) =poy*(1) = p(v*(1)) = p(o,(3)) € 75 {20},
che e proprio quella descritta nella proposizione. N
Ogni azione di monodromia nel nucleo ker p, C Mon,, (S, m5) preserva ogni fibra p~!{s} C

wgl{z()}, quindi € contenuta in ogni immagine Lp7s(./\/l0ns(§ ,p)) come descritto nella Propo-
sizione 3.33. O

Esercizio 3.35. Consideriamo (S,75) = (C*,w') e (S,7s) = (C*,w?). Convinciti che la
funzione analitica p : w € § +— w? € S & un rivestimento che induce i seguenti omomorfismi.

./\/lonl(g,p) B LN kerp, — /\/lonl(g, m3) — P Mony (S, 7s)
) 1 3.22 13.22

Lemma 3.36. Siano S, 7T superfici Riemanniane uniformi e U = 75(S),V = 7 (T) le loro
basi. C’¢ il seguente diagramma commutativo di superfici Riemanniane uniformi

Sﬂ-S X 7;'('7*
e ~
S < 7T§1<Uﬂ V) TSOPS | TTopPT 71(U ﬂ V) 7_

dove ps,pr sono rivestimenti. Inoltre, per ogni zp € U NV, i due epimorfismi indotti da
ps € py come descritto nella Proposizione 3.34 compongono un monomorfismo nel prodotto
diretto

(PS* ,PT*)

Mon(Srg X TrryTs © Ps) Mon,, (7T§1<U NV),ms)® Mon,, (m}l(U NV),mr)

3.21

— Mon,, (S, ms) ® Mon, (T, 7).

Dimostrazione. 11 prodotto fibrato sulla base S;; x 7T, di due superfici uniformi ¢ uniforme,

in quanto, per ogni U C U eV CV uniformemente rivestiti da s e my rispettivamente,
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UNV & uniformemente rivestito da Tsops = 77 opy. Inoltre, i cilindri aperti di S e 7 sono
uniformi, quindi con il Lemma 3.8 ps e pr sono rivestimenti.
Verifichiamo che 'omomorfismo composto (ps.«, p7+«) € iniettivo. Sia quindi vy € Q,,(UNV)
e 0y € Mon, (Srg X Try,Ts 0 ps) con psi(oy) = idy 1z € pr+(0,) = idﬂ?{ZO}. Allora, per
ogni (s,t) € ps'ms ' {z0} = p7' n7" {20}, abbiamo
Def. di psx« Def. di p7.

ps(05((s,1))) == """ psu(04)(s) = (s),  pr(oy((s,0))) = =""" pra(oy)(t) = (2),
che implica o,((s,t)) = (s,t), e visto che (s,t) era arbitrario, vale o, = idyrr 10y O

Esercizio 3.37. Calcola i gruppi di monodromia del prodotto sulla base Sy x T, tra

(1) S=(C w?) e T = (C\ {1}, (w—1)?),

2) S = (C",u?) e T = (C, eap(w — 1),

(3) S =(C*,w?) e T = (C,exp).
Proposizione 3.38. Siano S,7 superfici Riemanniane con 7 uniforme e f : § — C una
funzione analitica. Allora, la restrizione ps : Sy x Tr, = ps(Sy x Tr,) € un rivestimento, e
se in pitt S ¢ uniforme e f(S) C m7(T) allora Sy x T, & uniforme. Per ogni s € m5' {2},
abbiamo la biiezione

pr s sy = {s} x m {f(s)} = n {f(s)}.
psi{s} » S X Trr PT 5 I —— 7 f(s)}
{s} —— 75" {20} — ps(Ss x Trr) > S > C > {f(s)}

{20} = 7s(ps(Sp x Tay)) — 7s(S)

AN

Inoltre, per ogni s € 75" {20} con f(s) € m7(T), ¢’ un monomorfismo di gruppi f, che rende
commutativo il seguente diagramma.

U’—)pTOUOp;—l

S(ps'{s}) < » S(rr{f(s)})

J J

Mong(Sy X Trr\ ps) « I Mongo) (T, 77)

l f

Qups(Sy X Try) ——210 Qpsymr(T)

Dimostrazione. Se V. C m(T) ¢ uniformemente rivestito da 77, allora f~1(V) ¢ unifor-
memente rivestito da ps per la Definizione 2.15 di quali sono le branche della superficie
Riemanniana Sy x Tr,. Se f(S) C wr(T) allora ps(Sy x Tr,) = S e ps € un rivestimento
suriettivo su S, che se ¢ uniforme, con il Lemma 3.8, segue che anche Sy x 7, ¢ uniforme
con base ms(S). La biiezione tra le fibre segue della definizione del prodotto fibrato (anche
nel caso in cui f(s) € 77 (T), ovvero pg'{s} = ).

Vogliamo adesso investigare 'esistenza del monomorfismo f,. Prima di tutto verifichiamo

che il diagramma di gruppi commuta, ovvero che, per un qualsiasi ciclo v € Qyps(Sy % Tr,),
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c’e un uguaglianza pr o o, o p}l = 0oy tra permutazioni in S(m}l{f(s)}). A questo fine,
sia t € m7'{f(s)} arbitrario. Per determinare 'immagine o, (p7'(t)) = o,((s,t)) dobbiamo
considerare il sollevamento (! di 4 a una curva continua in Sy x T, che parte da (s,t) e
soddisfa ps o 75t = ~. Allora vale

rroproy® = fopsoy =foy,
ovvero la curva continua py o 4 in T che parte da pr(y*9(0)) = ¢ & un sollevamento
lungo 7 del ciclo f o~. Per definizione di oo, vale

050y () = pr(*V (1)) = pr(o,((s.1)) = pr(on(p7 (1)),
che ¢ I'uguaglianza che ci siamo risolti a dimostrare.
Ne segue che 'immagine di Mong(S; x Trr, ps) in S(77'(f(s))) & contenuta nell'immagine
di Mong)(T,77), e quindi otteniamo il monomorfismo f.. O

Corollario 3.39. Siano S,7T superfici Riemanniane uniformi, f : § — C una funzione
analitica con f(S) C 7(T) e sop € S con f(sg) € w7 (T), 20 := ws(so). Allora abbiamo il
seguente diagramma commutativo di omomorfismi di gruppi.

ker ps, ———— Mon, (S; X Tz, Ts 0 ps) LI Mon, (S, 7s)

334
13.34 P20
3.33

Mon (S5 X Trp,ps) < - > Moo (T, 77)

3.38

Esempio 3.40. Con (S, 7s) = (C*,w?) e (T,7r) = (C*,w?) abbiamo Siq., X Tr, ¢ (C*, w?),

ci ricolleghiamo quindi all’Esercizio 3.35 con (g, ) = (Cruwt)ep=ps: S = S. Per
so € S e zp = s, il diagramma nel Corollario 3.39 diventa

Monso(g,p) — MonzO(g, T3) Py Mon.,(S, 7s)

3.38]2 ) . T
Mong, (T, 77) 74 Ty
4
Ls
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4. RISOLVIBILITA

4.1. Risolvibilita in termini di radicali. Negli Esempi 2.17 e 2.18 abbiamo visto che i
polinomi di grado 2 e 3 ammettono formule per i loro zeri in termini di ogni coefficiente,
ma la parte interessante e che queste formule sono tuttalpiu ’in termini di radicali’, ovvero
rappresentabili su superfici Riemanniane costruite attraverso il prodotto fibrato con le d-
esime superfici radicali; questo e possibile anche in grado 4, ma non ce ne occuperemo.
Rendiamo questo concetto preciso.

Definizione 4.1. Sia f : S — C una funzione analitica su una superficie Riemanniana S.
Una inversa generalizzata di f su U & una funzione analitica g : S — S su una superficie
Riemanniana S con fog = mge m5(S) = U. Se € ¢ una collezione di superfici Riemanniane,
una inversa generalizzata ¢ chiamata della classe € se il suo dominio € una superficie in €.
Se una inversa generalizzata di classe € su U esiste, allora f e chiamata €-risolvibile su U.

Nota 4.2. Di per sé, una qualunque inversa generalizzata non e utile, per via dei due seguenti
esempi triviali; f e naturalmente assunta essere non costante.

e Se U e abbastanza piccolo e non contiene punti di non invertibilita di f, allora esiste
una branca di f sopra U che e di conseguenza una inversa generalizzata con dominio
la superficie triviale U.

e SiaS = 75 (ms(S)\ms(Z(f"))) C S il cilindro aperto senza punti di non invertibilita
di f. Allora ¢ : (S, f) < (S, 7s) ¢ una inversa generalizzata di f su 7s(S)\7s(Z(f))).

Diventa interessante chiedersi quando esiste una inversa generalizzata g della quale la
superficie di dominio e la base soddisfano certi criteri:

e una base U C f(S) abbastanza grande,
e una superficie di dominio & in una specifica collezione €.

Esempi 4.3. Gli Esempi 3.7 di rivestimenti si traducono nelle seguenti inverse generalizzate.

(1) Per ogni 1 < d,d € N tale che d divide d, w € (C*,w?) — w¥? € (C*,idc-) & una
inversa generalizzata di w € C — w? € C su C*.

(2) Perogni 1 <de N, w e (C*, exp) — exp() € (C*,idc-) ¢ una inversa generalizzata
diweCw w'eCsuC.

Nota 4.4. Ci interesseranno specialmente superfici Riemanniane costruibili dalle superfici
triviali attraverso due operazioni viste negli Esempi 2.16:

e prodotto fibrato sulle loro basi S;g X 7., cosicche ogni due funzioni f su S e g su
T possono essere estese a un dominio comune (in particolare ci si puo restringere a
ogni cilindro aperto S x Uy, ), € poi essere composte via le operazioni algebriche,

e prodotto fibrato Sy x 7. con una speciale superficie (7,77) e f : & = 7 (T)
analitica, ad esempio una d-esima superficie radicale (C*, w?) cosicche si pud sempre
rappresentare la d-esima radice '/ f .

Sara conveniente considerare la collezione Rie di tutte le superfici Riemanniane ® ; questa
e di certo una collezione grande e imponente, ragion per cui i caratteri minacciosi.

811 lettore sospettoso di cosa davvero sia fRie, in quanto contiene in particolare tutti gli insiemi, & invitato
a considerare stringhe di caratteri del tipo '€ fRie’ meramente come un’abbreviazione per ’¢ una superficie
Riemanniana’.
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Definizione 4.5.
Rady := {(U,my) € Rie | U C C aperto : (U, my)c(U,my : U — C)}

Costruiamo per induzione una successione infinita di soprainsiemi SRadg C Rad; C Rady - - -
di superfici Riemanniane. Per n € N, supponendo di aver definito 8ad,,, definiamo Rad,,
come

Rad,,1 = {(P,mp) € Rie | IS, T € Rav,, : (P, 7p) ¢ (Sng X TnpsTsops)}

3§ € Rao,,,2<de N

U {(P,ﬂ'p) € fRie £:8 — C* analitica (,P,ﬂ'p)%(Sf X Czd,ﬂ'g Ops)}

Ogni & € Rad,, ¢ canonicamente isomorfa sopra C a (S;; X Cig., s 0 ps) € Rad,41,
abbiamo cosi 'inclusione Rad,, C Rao,,1.
Chiamiamo superfici radicali le superfici Riemanniane in uno dei SRad,,, ne definiamo cosi
la collezione
Rao = U Rad,, .
neN

Definizione 4.6. Sia 1 < d € N, e stipuliamo che tutti gli indici £ in questa definizione
variino su 0 < k < d. Per ogni {a;}r C C denotiamo Py,,3, = w? + >, apw” il polinomio
di grado d con coefficienti a;. Per ogni 0 < j < d e {ay}rz; C C, definiamo la funzione
analitica che estrae il coefficiente a;:

iPlagtiy; tw €CF —% (wd + Z akwk> eC,
0<k<d, k#j
cosicche Va; € C,w € C* 1 Py, 0003 (w) =0 <= P43, (w) = a;. Per U C C aperto e
€ una collezione di superfici Riemanniane, chiamiamo una inversa generalizzata per ; P41, .,
su U della classe € una formula per gli zeri dei polinomi {Pa,},,0{a;} Ya;ev 0 termini del
coefficiente a; della classe €.

Nota 4.7. La definizione di ’formula’ appena data ha due mancanze. La prima & che
parliamo di 'formule’ in termini di ogni singolo coefficiente a; e non di tutti assieme. La
seconda e che per caratterizzarla, non usiamo la condizione pit naturale Py}, (w) = 0, ma
la condizione equivalente ; Py, (w) = a; che ci costringe a eliminare 0 dal dominio. La
teoria di superfici Riemanniane che abbiamo sviluppato tratta solo di funzioni tra spazi di
"dimensione’ uno. Provare a colmare queste due mancanze porta naturalmente allo sviluppo
di una teoria per ’spazi complessi’ definiti da equazioni a piu variabili, che discutiamo nella
Sezione 5.3.

Inoltre, come visto negli Esempi 2.17 e 2.18, diventa noioso tener conto di quali punti
sono stati eliminati per via di singolarita o non invertibilita; i punti eliminati sono sempre
di numero finito per tutte le superfici costruite da polinomi, e sono almeno discreti in C per
tutte le superfici costruite da funzioni analitiche. Per questo ci accontenteremo di affermare
l'esistenza di formule su sottoinsiemi aperti U C C con C\ U finito (risp. discreto), che
chiamiameremo cofiniti (risp. codiscreti).

Teorema 4.8. Perogni 1 <d<4,0<j<de {ak}zgé];@ C C, esiste una formula per gli
zeri dei polinomi {P{ak}gik_~<du {aj}}ajEU in termini del coefficiente a; della classe SRad su un
J

sottoinsieme cofinito U C C.
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Dimostrazione. 11 grado d = 1 & immediato, in quanto {w + ag}4,ec hanno formula per i loro
zeri ag — —ayg.

Nell’Esempio 2.17 abbiamo trattato il grado d = 2 e i coefficienti b, ¢ dei polinomi w? +
bw + ¢, dove non avevamo normalizzato il polinomio per rendere i calcoli piu interessanti;
basta inserire a = 1 dovunque appare per ottenere il nostro caso.

Nell’Esempio 2.18 abbiamo trattato il grado d = 3 e il coefficiente ¢ dei polinomi w3 +
pw + q. 1l coefficiente p & trattato in modo analogo, mentre il caso generale dei polinomi
w? + bw? + pw + ¢ si riduce a quelli precedenti attraverso una cambio lineare di coordinate.

Lasciamo come esercizio convincersi che per il grado d = 4 si puo applicare la stessa analisi
alla formula quartica, che si puo trovare su Wikipedia. 0

Nota 4.9. Vedremo che ci sono equazioni di grado maggiori al quarto che non ammettono
una formula per i loro zeri della classe $Rad nel senso della Definizione 4.6. Nella nostra
teoria di superfici Riemanniane e inverse generalizzate, questo fatto ¢ analogo al conosciuto
teorema di Abel-Ruffini, che discutiamo nella Sezione 6. Ma prima ci concentreremo su
esempi piu semplici.

Nella formula quadratica, cubica e quartica vengono estratte solo radici di grado < 2,
< 3 e < 4 rispettivamente, ¢ quindi naturale rafforzare il Teorema 4.8 per affermare che
una formula esiste di una classe costruita da (C*,w?), (C*,w?) e (C*,w?) rispettivamente.
D’altro canto, si puo sospettare che estrarre queste radici sia necessario, nel senso che non
esiste una formula quadratica, cubica o quartica senza estrarre delle radici di grado 2,3 e 4.

Per precisare queste intuizioni e dimostrare vari risultati di irrisolvibilita, definiamo in
modo analogo a 4.5 la gerarchia di superfici costruibili partendo da una arbitraria collezione
¢, non solo da tutte le d-esime superfici radicali.

Definizione 4.10. Sia € una collezione di superfici Riemanniane.
Cos(€)g := {(U,my) € Rie | U C C aperto : (U, my) ¢ (U, my : U — C)}

Per n € N, supponendo di aver definito €os(€),,, definiamo €os(¢&),,;1 come

C05(C)pq1 := {(P,mp) € Rie | 3S,T € Cos(C),, : (P, 7p) & (Srg X Try, s 0 ps)}

3§ € Cos(€),, T €€ ~
[+ S — mr(T) analitica ’ (P,7p) & (S X Tnrsms Opg)}

Ogni S € Cos(C),, & canonicamente isomorfa sopra C a (S;4 X Cig., ms 0 ps) € €08(C),, 11,
abbiamo cosi l'inclusione €os(€),, C C€os(C),1. Chiamiamo superfici costruibili da € le
superfici Riemanniane in uno dei €os(¢),,, ne definiamo cosi la collezione

Cos(€) := | J Cos(€), .

Definizione 4.11. Abbiamo definito Rad := €os({(C*, w?)}1<4en), ma pilt restrittivamente
possiamo definire Rad” := Cos({(C*, w?)}4ep) per ogni insieme di gradi D € N\ {0}.

U {('P,?Tfp) € Rie

Esercizio 4.12. Convinciti che per ogni 1 < d,m € N abbiamo (C*,w?") € Rad!?. In
particolare, RapPENIP Primo} — spqp.

Esercizio 4.13. Convinciti che, nel contesto del Teorema 4.8, una formula esiste perlopiu
della classe %aD{Q}, Rad(?% e Rapl?% per d = 2,3 e 4 rispettivamente.
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4.2. TIrrisolvibilita in termini di radicali. Sfrutteremo il teorema sulle orbite di un sot-
togruppo, rammentato nel prossimo esercizio, per ottenere informazioni sulla monodromia
di un’arbitraria superficie in 8ad” dalla monodromia Mon., (C*,w?) = Z; per d € D.

Esercizio 4.14. Per un sottogruppo H < G di un gruppo finito G, vale |G| = |H| - |G/H|,
dove G/H ¢ 'insieme di classi laterali ad H sotto 'azione di G.

Corollario 4.15. Sia p : S — S un rivestimento tra superfici Riemanniane uniformi con
gruppi di monodromia finiti. Allora

| Mon., (S, 7s)| divide [Mon.(S,75)|, Yz € m5(S).
In particolare, se p & un fattore primo di [Mon., (S, 7s)|, allora lo & anche di |Mon., (S, 73)|-

Dimostrazione. Si applica I'Esercizio 4.14 all’epimorfismo p, : Mon(S, ng) - Mon(S,7s).
U

Teorema 4.16. Per ogni D C N\ {0} e n € N, tutte le superifici radicali S € 9ad” sono
uniformi, hanno fibre finite sopra ogni punto e i loro gruppi di monodromia soddisfano

[2" ]
Hdi}i<icip1) ©D 0 [Mon.,(S,7s)| divide  [] di,
i=1
rispetto a qualsiasi punto base zy € 7s(S). In particolare, se p € N ¢ un fattore primo di
|Mon., (S, 7s)|, allora & anche un fattore primo di una d € D.

Dimostrazione. Tutte le superfici radicali in Sad)’ hanno rivestimenti sottostanti triviali di
grado uniforme 1, ovvero con gruppi di monodromia di cardinalita 1, che ¢ il prodotto vuoto
per convenzione. Quindi I'affermazione vale per n = 0.

La collezione Rad” ¢ stata costruita induttivamente da mao(? con due operazioni che pos-
sono potenzialmente ingrandire le fibre e il gruppo di monodromia, quindi resta da dimostrare
il passo induttivo:

Wn e N: (VS € Rad? : S & uniforme, H{d;}1<icipn1; € DVzo € 5(S) : [Mons, (S, ms)| divide TV, )
= (VS € RadL,, : S & uniforme, El{c?i}lgl-gpﬂ C DVzy € 1s(S) : [Mon, (S, 7s)| divide H,JLZ;JCZ ).

Sia quindi n € N. Per definizione, ogni superficie in Rad? 41 ¢ isomorfa sopra C a un
prodotto fibrato Sy x T nei due casi

(1) 8, T € Radl, f =ms,

(2) S € Rad?, T = (C*,w?) per d € D e f:S — C* una funzione analitica.
Visto che le fibre di § e T sono finite, anche il prodotto ha fibre finite. Per via dell’invarianza
sotto isomorfia 3.19, e sufficiente dimostrare ’affermazione per il prodotto fibrato. Per
induzione, sappiamo che S e 7 sono uniformi in ogni caso, poich¢ (C*,w?) & uniforme. Nei
Lemma 3.36 e 3.38 abbiamo visto che allora anche Sy x 7. ¢ uniforme nei casi (1) e (2)
rispettivamente. Sia 2y € 1s(ps(Syx Tr,)) = ms(S) un qualsiasi punto nella base di Sy x 7.
Nel caso (1) abbiamo

Mon (S§ X Trr s ©Ds) i Mon, (S, ms) & Mon, (T, 1) =
4.14 induzione L2n_lj ~ L2n_1J o
|Mon, (S x Trr, ms 0 ps)| divide [Mon, (S, ms)| - [Mon,, (T, mr)| divide H d; - H d; ,
i=1 i=1
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per delle {Ji}l§i§2n*17 {d_i}lgiggn—l g D.
Nel caso (2) applichiamo il Corollario 3.39 a un qualsiasi sy € m5'{29} per ottenere

(a) kerps, < Mon,(Sy x C: 4, ms o ps) e il loro quoziente ¢ Mon., (S, 7s),
(b) ker ps. < Mong, (S x Ct 4, ps) < Mong) (C*,w?),
che ci permettono di applicare I'Esercizio 4.14 due volte per ottenere

Moy (Sy % Trpr s 0 ps)| 2 | Mony (S, 7s)| - deg(ker ps.)

induzione e

(b) |M0nf(so)(((:*vwd)‘:d LQ”_lj ~
divide [Mon., (S, 7s)| - [Mon s, (C*,w?)| divide d; | -d,
=1
per delle {C/ii}lgiSLQ”_lj g D. O

Esempio 4.17. Per 2<d e Ne P:w € C+ w? € C. Abbiamo calcolato Mon,(C*, P) =
Zg4, ma per di pitt vale Mon., (P~1(U), P) = Z, per qualsiasi sottoinsieme U C C* codiscreto
e 29 € U. Questo perché rimuovere un insieme discreto di punti dalla base non ci impedisce
di modificare leggermente il ciclo naturale usato in 3.22 per concludere che la sua azione di
monodromia induce comunque un isomorfismo con Zg; inoltre il gruppo di monodromia ¢ lo
stesso sopra ogni punto per via di 3.20.

Allora, per qualsiasi D € N\ {0} e U C C codiscreto, una formula della classe tad” per gli
zeri dei polinomi {w? —z}zeU in termini del coefficiente z sarebbe per definizione una funzione
analitica F : S — P~Y(U) su una superficie radicale S € Rad” con PoF = g e WS(S) =U.

In particolare, S deve essere uniforme e F quindi un rivestimento via il Lemma 3.8. Dal
Corollario 4.15, allora seguirebbe che d = |[Mon.,(P~'(U), P)| divide [Mon., (S, 7z)|.
D’altro canto, grazie al Teorema 4.16, d pud dividere |[Mon., (S, 7r8)| solo se ha un fattore

primo in comune con una d e D. Quindi, se d & coprimo a tutte le d € D, allora non esiste
una formula della classe Rad” per gli zeri dei polinomi {w?— z},¢y in termini del coefficiente
zsuun U C C codiscreto. Ad esempio, non esiste una formula per gli zeri dei polinomi
{w? — 2}.ep della classe RapPEN\(2} P primo}

Nota 4.18. Il criterio della divisibilita e utile per escludere 'esistenza di una formula della
classe Sad” per una D C N\ {0}. Un’altra proprieta che si propaga prevedibilmente
attraverso il prodotto fibrato e il cosiddetto grado di irrisolvibilita, dandoci informazioni
sulla monodromia di un’arbitraria superficie in Ra0.

Definizione 4.19. Sia G un gruppo. Il commutatore di due elementi g,h € G & definito
come ’elemento [g, h] := ghg='h~!. 1l sottoinsieme

G,G]:={[g,h] €G|g,heG}C G

e un sottogruppo normale, chiamato il gruppo dei commutatori di G.
Iteriamo questa costruzione per definire I'n-esimo gruppo dei commutatori di G

G, G" = [[G,G]" ', [G,G]" ] per 1 <n €N, [G,G]° :=G.
La serie derivata di G € la sequenza di sottogruppi

G [G.G 2 (GG
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Definiamo il grado di irrisolvibilita di G

4eg(C) = {min{n eN|[G,G]"=1} seIneN:[G,G"=1

senno

e chiamiamo G risolvibile se la sua serie derivata eventualmente termina in 1, ovvero se

deg(G) < 0.

Esercizio 4.20. Siano GG, H due gruppi. Dimostra le seguenti affermazioni.

e Se esiste un monomorfismo H — G, allora vale deg(H) < deg(G).
e Per ogni epimorfismo p : G — H vale deg(H) < deg(G) < deg(ker p) + deg(H).
e Per il prodotto diretto vale deg(G & H) < max(deg(G),deg(H)).

Corollario 4.21. Siap: S — S un rivestimento tra superfici Riemanniane uniformi. Allora

deg(Mon., (S, mg)) > deg(Mon.,(S,7s)), Vz € m5(S).
In particolare, se i Mon. (S, 7g) sono risolvibili, allora i Mon., (S, 7s) sono risolvibili.

Dimostrazione. Siapplica l’Esercizio 4.20 all’epimorfismo p, : Mon,, (S, Tg) = Mon (S, 7s).
U

Teorema 4.22. Per ogni n € N, tutte le superifici radicali S € fRad,, sono uniformi e il
grado di irrisolvibilita dei loro gruppi di monodromia soddisfa

deg(Mon,,(S,7s)) < n,

rispetto a qualsiasi punto base zy € 15(S). In particolare, ogni superficie radicale ha gruppi
di monodromia risolvibili.

Dimostrazione. Tutte le superfici radicali in $Rady sono uniformi e hanno monodromia tri-
viale, ovvero con grado di irrisolvibilita 0, perché i loro rivestimenti sottostanti sono triviali,
di grado uniforme 1. Quindi I'affermazione vale per n = 0.

La collezione fRad e stata costruita induttivamente da SRadg con due operazioni che possono
potenzialmente ingrandire il gruppo di monodromia, quindi resta da dimostrare il passo
induttivo:

Vn € N: (VS € Rad,, : S & uniforme, Vzy € w5(S) : deg(Mon,,(S,71s)) <n) —
(VS € Rad,, 41 : S ¢ uniforme, Vzy € 15(S) : deg(Mon,,(S,7s)) <n+1).

Sia quindi n € N. Per definizione, ogni superficie in fRad,,+; ¢ isomorfa sopra C a un
prodotto fibrato Sy x T, nei due casi

(1) S, T € Rav,, [ =Ts,
(2) S € Rav,, T = (C*,w?) e f: S — C* una funzione analitica.

Per via dell’invarianza sotto isomorfia 3.19, ¢ sufficiente dimostrare 'affermazione per il
prodotto fibrato. Per induzione, sappiamo che S e T sono uniformi in ogni caso, poiche
(C*,w?) & uniforme. Nei Lemma 3.36 e 3.38 abbiamo visto che allora anche S; x T, ¢
uniforme nei casi (1) e (2) rispettivamente. Sia zy € 7s(ps(Sy X Tz, )) = ms(S) un qualsiasi
punto nella base di S x Tr.. Nel caso (1) abbiamo
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Mon, (Sf X Trr, Ts 0 ps) ﬁ Mon,, (S, 7s) & Mon,,(T,mr) =

Induzione

4.20
deg(Mon, (Sy X Trr,ms 0 ps)) < max(Mon, (S, ns), Mon,, (T, 7)) < n.

Nel caso (2) applichiamo il Corollario 3.39 a un qualsiasi sy € m5'{20} per ottenere

(a) kerpse I Mon,(Sy x C 4, ms 0 ps) e il loro quoziente ¢ Mon., (S, 7s),
(b) ker ps. < Mong, (S x Ct 4, ps) = Mong) (C*, w?),

che ci permettono di applicare I'Esercizio 4.20 due volte per ottenere

(a)
deg(Mon,(Sy X Trnr, s 0 ps)) < deg(Mon,, (S, 7s)) + deg(ker ps.)

. by
< deg(Mon,(S,ms)) + deg(Mon s, (C*, w?)) < n+ 1.
O
Esempio 4.23. Rammenta 1'Esercizio 3.29, con il polinomio ¢F,, (w) = —w? — ayw di
grado 2 < d € N e coefficiente a; € C*. Abbiamo calcolato Mong(S,oP,,) = Sy per
S = 0P, M(C\ {¢}o<j<a) C C un particolare sottoinsieme cofinito, ma per di pit vale
Mon., (0P, (U),0F,,) = Sq per qualsiasi sottoinsieme U C C \ {(; }o<j<q codiscreto e z €
U. Questo perché rimuovere un insieme discreto di punti dalla base non ci impedisce di
modificare leggermente le curve e i cicli usati in 3.28 per concludere che le loro azioni di
monodromia generano comunque tutto Sg; inoltre il gruppo di monodromia e lo stesso sopra
ogni punto per via di 3.20.
Allora, per qualsiasi U C C\ {; }o<j<a codiscreto, una formula della classe Siad per gli zeri
dei polinomi {w? + a1w + ag}a,er in termini del coefficiente ay sarebbe per definizione una
funzione analitica F : & — oP, 1(U) su una superficie radicale S € Rad con 0Py, 0o F =mge

7r§(§ ) = U. In particolare, S deve essere uniforme e F quindi un rivestimento via il Lemma
3.8. Dal Corollario 4.21, allora seguirebbe che Mon., (0P, (U),¢P,,) ¢ risolvibile.

D’altro canto, I’Esercizio 4.24 afferma che Sy e risolvibile se e solo se d < 4. Quindi, per
ogni a; € C*, una formula della classe Rad per gli zeri dei polinomi {w? + a1w + ag}aecv
in termini del coefficiente ay su un U C C codiscreto esiste solo per d < 4. Inoltre, per
d < 4, una tale formula della classe PRa0,, esiste solo per n > d — 1, sempre per via di 4.24 e
4.21. Cio vuol dire che la formula quadratica e di Cardano viste in 2.17 e 2.18 sono ottimali,
nel senso che non esiste una formula che usa un numero minore di estrazioni di radici: una
formula per {w2 + ajw + ag}q, non esiste definita su una superficie in PRady, mentre una
formula per {w® + ayw + ap},, non esiste definita su una superficie in SRad;. Similarmente,
non esiste una formula per i polinomi {w* + ay;w + ag}4, definita su una superficie in Rads.

Un’analisi analoga puo essere applicata alle funzioni analitiche viste nell’Esercizio 3.31,
con 1 P, (w) = # di grado 2 < d € N e coefficiente ay € C*. Ovvero, per ogni ay € C*,
una formula della classe Rad per gli zeri dei polinomi {w? + ayw + ag}a,cy in termini del
coefficiente a; su un U C C codiscreto esiste solo per d < 4. Inoltre, per d < 4, una tale
formula della classe Rad,, esiste solo per n > d — 1.

Esercizio 4.24. Verifica i seguenti gradi di irrisolvibilita:

deg(S1) =0, deg(Sy) =1, deg(Ss) = 2, deg(Ss) = 3, deg(Sq) = oo, per d = 5.
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4.3. Irrisolvibilita in termini di collezioni piu grandi.

Definizione 4.25. Per € la collezione di superfici Riemanniane uniformi (S, 7s) con gruppi
di monodromia finiti, ovvero |[Mon, (S, ms)| < oo, definiamo Fin = €os(); si noti che anche
superfici con delle fibre infinite potrebbero comunque avere monodromia finita.

Esercizio 4.26. Dimostra che tutte le superfici in §in hanno gruppi di monodromia finiti;
quindi in realta vale gia §in = Fin, nella gerarchia della Definizione 4.10.

Corollario 4.27. Sia (S, f) una superficie Riemanniana uniforme indotta da una funzione
analitica f : § — C. Se f & §in-risolvibile su f(S), allora (S, f) € §in. La direzione inversa &
una tautologia: se (S, f) € §in allora f ha inversa generalizzata idgs definita su (S, f) € Fin.

Esempi 4.28. (1) exp non ¢ Fin-risolvibile su alcun sottoinsieme aperto U C C* che
contiene una palla aperta B,.(0) \ {0}.

(2) cos non e Fin-risolvibile su alcun sottoinsieme aperto connesso U C C\ {1, —1} che
circonda entrambi i punti di ramificazione £1; ad esempio se contiene palle aperte
B,(1)\ {1} e B.(—1) \ {—1}. D’altro canto, se U circonda al massimo uno dei due
punti +1, allora cos e gFin-risolvibile su U.

Nella dimostrazione del Teorema 4.22, le d-esime superfici radicali usate per costruire SRad
giocano un ruolo solo nel limitare 'aumento del grado di irrisolvibilita di 1. Possiamo quindi
generalizzare alla collezione costruita attraverso il prodotto fibrato con superfici 7 delle quali
i gruppi di monodromia soddisfano deg(Mon,, (T, 77)) < 1, ovvero con Mon,, (T, 77) un
gruppo abeliano.

Definizione 4.29. Per € la collezione di superfici Riemanniane uniformi (S, 7s) con grup-
pi di monodromia abeliani, ovvero deg(Mon.,(S,7s)) < 1, definiamo bl := €os(¢) la
collezione di superfici Abeliane.

Esempio 4.30. (C,exp), (C*,w?) € 2Ably, per ogni 1 < d € N.

Esercizio 4.31. Dimostra che, per ogni n € N, tutte le superifici Abeliane & € 2bl,
sono uniformi e i loro gruppi di monodromia soddisfano deg(Mon,,(S,7s)) < n, per ogni
20 € TS (S)

Esempio 4.32. Per ogni a; € C* (risp. a9 € C* ), una formula della classe (bl per gli zeri
dei polinomi {w? + a1w + agp}ager (risp. {w? 4+ a1w + ag}q,er) in termini del coefficiente ag
(risp. a1) suun U C C codiscreto esiste solo per d < 4, e in tal caso esiste della classe 2bl,
solosen >d—1.

Per applicare il Corollario 4.21 e concludere che una superfcie S non ammette un rivesti-
mento da un’altra S come nell’ Esempio 4.23, e sufficiente usare che S e risolvibile, e non
un limite sul grado di irrisolvibilita. Possiamo quindi generalizzare l'irrisolvibilita di tali
funzioni analitiche alla collezione di tutte le superfici con gruppi di monodromia risolvibili.

Definizione 4.33. Per € la collezione di superfici Riemanniane uniformi (S, 7s) con grup-
pi di monodromia risolvibili, ovvero deg(Mon,(S,7s)) < oo, definiamo Sol = Cos(C) la
collezione di superfici risolvibili.

Esercizio 4.34. Dimostra che tutte le superfici risolvibili hanno i gruppi di monodromia

risolvibili; quindi in realta vale gia Gol = Gol; nella gerarchia della Definizione 4.10.
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Corollario 4.35. Sia (S, f) una superficie Riemanniana uniforme indotta da una funzione
analitica f : S — C. Se f ¢ Gol-risolvibile su f(S) (Definizione 4.1), allora (S, f) € Sol. La

direzione inversa ¢ una tautologia.

Esempio 4.36. Ricollegandoci all’Esempio 4.23, per ogni a; € C* (risp. ag € C*), possiamo
d

per di piu concludere che oP,, (w) = —w® — aqw (risp. 1P, (w) = %) non ammette una
inversa generalizzata della classe Gol su un U C C codiscreto per d > 4.

Quindi, usando il linguaggio della Sezione 1, per d > 4 non esiste una formula per gli zeri
dei polinomi w? 4+ a;w + ag in termini del coefficiente ag o a;, che ¢ definita su una super-
ficie Riemanniana costruita attraverso operazioni algebriche +, —, -, = e funzioni analitiche
ordinare e 'multivaluate’ delle quali i gruppi di monodromia sono risolvibili; ad esempio, non
solo non esiste una tale formula in termini delle d-esime radici {/ f(z) per qualsiasi funzioni
analitiche f, ma neanche in termini di logaritmi log(f(z)) o delle funzioni multivaluate che
estraggono gli zeri di qualsiasi polinomi P,(w) = w* + azw?® + asw?® + a1w + ag aventi un
coefliciente a; = f(z) una funzione analitica in z.

Esempio 4.37. Abbiamo visto nell’Esempio 3.32 che la funzione analitica cos induce una
superficie Riemanniana uniforme (C\ 7Z, cos) con gruppi di monodromia isomorfi al gruppo
libero in due generatori nilpotenti

(g,h]g*> =0=h* = Mony(C\ 7Z,cos), deg(Mony(C\ 7Z,cos)) = co.

Di conseguenza, non esiste una inversa generalizzata di cos su un U C C codiscreto della
classe Gol.
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5. SUPERFICI RIEMANNIANE, E POI 7

In questa sezione mostriamo come le moderne branche della matematica che mirano a mo-
dellare la geometria nascono in modo naturale dalla nostra teoria di superfici Riemanniane.

5.1. Topologia. Studiare le funzioni continue f : C — C & di interesse centrale nell’analisi.
La definizione € — 9

Vp e UVe> 030 >0: f(Bs5(p)) € B(f(p))
e forse la piu intuitiva, ma trova una riformulazione piu semplice nella definizione equivalente
YV C Caperto: f (V) C U ¢ aperto,

dove un sottoinsieme V' C C & chiamato aperto se puo essere coperto da palle aperte conte-
nute in esso. Il concetto di continuita quindi dipende dalla collezione di sottoinsiemi V' C C
che chiamiamo apert;.

Meditando sulla Definizione 2.5, ignorando per adesso ’aspetto analitico, il concetto di
continuita puo essere generalizzato a funzioni f : & — 7T tra superfici Riemanniane nel modo

VY C T coperto da branche di 7 contenute in esso :
f7'(V) € S & coperto da branche di S contenute in esso .

E quindi naturale generalizzare il concetto di sottoinsiemi aperti di C a sottoinsiemi di una
superficie Riemanniana che sono coperti da branche contenute in essi, cosicche possiamo
definire una funzione continua f : S — 7 come

VY C T aperto: f'(V) C S & aperto.

La collezione di tutte le branche & C S, e tutti i sottoinsiemi che sono una loro unione,
quindi determinano un concetto di continuita sullo ’spazio astratto’ formato da una superficie
(S, 7s, {0 }ven), del quale I'insieme sottostante S non ha a priori niente a che fare con C.

Questo e il punto di partenza della topologia, una branca della matematica che studia
funzioni continue tra spazi astratti. Questi spazi astratti sono dati da un insieme X e una
topologia su X, ovvero una collezione di sottoinsiemi che vengono chiamati aperti. Fun-
zioni continue f : X — Y tra questi spazi topologici sono allora per definizione quelle che
soddisfano

VYV CY aperto: f (V) C X & aperto.
In particolare, le nostre superfici Riemanniane con la topologia data dai sottoinsiemi coperti
da branche contenute in essi sono esempi di spazi topologici. La carta di superfici uniformi
diventa un cosidetto rivestimento topologico sopra un sottoinsieme aperto di C.

5.2. Geometria Differenziale. In realta, le superfici Riemanniane che abbiamo studiato
sono spazi topologici molto speciali, in quanto permettono lo studio di funzioni continue tra
di loro, ma tuttalpiu funzioni analitiche. Questo grazie al fatto che una superficie S e, per
definizione, localmente simile a sottoinsiemi aperti di C attraverso la carta mg, dando alle
funzioni in questione una nozione di differenziabilita, rappresentabilita per serie di potenze,
ordine, e altre nozioni del calcolo differenziale e dell’analisi complessa.

Uno spazio topologico con proprieta simili ¢ chiamato una varieta complessa, ovvero un
insieme X con una topologia e un insieme di omeomorfismi {¢; : U; = U; }i tra sottoinsiemi

aperti U; C X e U C C, chiamate carte; le inverse delle carte ¢; ' U — X corrispondono
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alle funzioni che abbiamo finora chiamato branche di una superficie. Infatti, per formare una
varieta complessa, si richiede che ogni due ¢;, ¢; soddisfino una condizione di consistenza sul
loro dominio comune simile a quella vista per le branche. Nella geometria differenziale si
studiano le proprieta topologiche e analitiche di queste varieta, non solo complesse ma anche
reali, lisce e lineari.

E importante notare che la comune definizione di superficie Riemanniana, ovvero una
varieta complessa di dimensione 1, € molto piu generale rispetto a quella che abbiamo
considerato in queste note.

5.3. Geometria Algebrica. Abbiamo visto un modo molto generale per costruire superfici
Riemanniane da altre attraverso il prodotto fibrato, ad esempio Sy x T, = {(s,t) € S x
T|f(s) = my(t)} C C? tra due sottoinsiemi aperti S,7 C C. Ma si noti che abbiamo
costruito la struttura di superficie ad hoc per Sf x T . E invece desiderevole avere una
teoria pilt robusta per descrivere in che modo sottoinsiemi {p € C?| f(p) = g(p)} C C?
ereditano la struttura di spazio topologico, o perlopitl varieta complessa, da C2.

Pit generalmente, nella geometria algebrica si studiano sottoinsiemi di {p € C"| f1(p) =
g1(p), -+, fm(P) = gm(p)} C C" ritagliati da equazioni polinomiali in termini delle coordi-
nate di C"; sottoinsiemi di questo tipo sono chiamati varieta algebriche.

In particolare, i nostri prodotti fibrati sono (quasi) varieta algebriche; quasi, perché so-
no in realta sottoinsiemi aperti di varieta algebriche, in quanto abbiamo sempre rimosso i
sottoinsiemi discreti di punti di non invertibilita. Ad esempio,

aperto

Caac X Cpo = {(2,w) € Cw? = 7,0 £ 0} "E° {(z,w) € T u? = 2},

w0 aperto

(C\{2D)semy X T = {(22w) € C2w? = 2(z — 1), 10} " {(z,w) € C|w? = 2(z — 1)},

aperto

Cige X (C\{=2})-aw2-tw C {(z,w) €C?law® +bw+2=0}, a,beC,a#0.

L’ultima superficie Riemanniana e 'insieme che, per ogni z € C, contiene gli zeri del polino-
mio aw? + bw + z, si vede quindi come sarebbe possibile generalizzare la nozione di formula
risolutiva’ come discussa nell’Esempio 2.17 a tutto C.

Possiamo anche considerare varieta algebriche date da equazioni con termini z, w misti

{(z,w) € C*|w? + 2w+ 22 = 0}, {(z,w,v) € C*|vw? + vz +wz + 2° = 0},
0 con pil equazioni
{(z,w) € C*| 2w =1,z = 2w?}, {(z,w,v) € C*|w? +v=0,v"+ 2z =0}
Ci sarebbe ovviamente anche il desiderio di considerare varieta del tipo
{(z,w) € C?| z2w* = exp(zw + 1)}, {(z,w) € C*|sin(w) = exp(z +2)},
ma questo, per adesso, resta fuori del dominio della geometria algebrica, in quanto funzioni

come sin e exp non sono polinomiali, ma meramente rappresentabili come serie di potenze.
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5.4. Topologia Algebrica. Abbiamo visto che a ogni superficie Riemanniana uniforme
possiamo associare il gruppo di monodromia sopra un punto nella base. Le azioni di mono-
dromia determinano come i valori della funzione multivaluata’ rappresentata dalla superficie
si permutano per via di variazioni lungo curve chiuse nella base. Abbiamo inoltre ricavato
informazioni sul gruppo di una superficie in termini dei gruppi delle superfici dalle quali
essa ¢ stata costruita. Con cio, abbiamo potuto dedurre che certi rivestimenti tra superfici
Riemanniane non possono esistere; si veda il Corollario 4.21. L’inesistenza di un rivesti-
mento viene da un ostruzione che dipende puramente dalle azioni di monodromia, non dalle
superfici Riemanniane in se.

Il gruppo di monodromia puo essere quindi chiamato una invariante algebrica delle super-
fici, essendo invariante sotto isomorfia, che 'misura 'altezza’ della superficie, nel senso che
piu il gruppo ¢ grande o complicato, pit ammettera rivestimenti verso altre superfici e meno
ammettera rivestimenti da altre superfici; si veda la Proposizione 3.34.

Questa procedura e molto comune. Nella topologia algebrica si va a caccia di invarian-
ti algebriche di spazi topologici (gruppi, anelli, moduli) come il gruppo di monodromia;
quest’ultimo puo essere definito per rivestimenti tra qualsiasi spazi topologici, e soddisfa le
stesse proprieta che per le superfici Riemanniane. Due spazi con invarianti differenti sono
necessariamente non isomorfi, come spazi topologici, ma due spazi non isomorfi potrebbero
avere la stessa invariante. In questo senso, le invarianti permettono di classificare gli spazi
topologici in maniera piu grezza, ma in compenso piu semplice, che rispetto a isomorfismo.
Ad esempio, ¢ piu semplice determinare se due gruppi non sono isomorfi, ma d’altro canto
se sono uguali non e abbastanza per concludere che gli spazi stessi sono isomorfi.

Una delle invarianti piu importanti di uno spazio topologico X con un punto base zq € X
e il gruppo fondamentale 7 (X, z¢) := Q,,X/ ~, ottenuto dallinsieme di cicli in xy sotto la
relazione di equivalenza di omotopia, ovvero deformazione continua con estremi fissati. Si
da il caso che le azioni di monodromia di cicli in €2,,X su un rivestimento p : ¥ — X in
realta dipendono solo dalla classe di omotopia in (X, z), ovvero l'azione discende a un
omomorfismo di gruppi

0, X » Mong, (Y, p)

T~

T (X7 ZE())

Da notare come non abbiamo avuto la necessita di calcolare esplicitamente il gruppo fon-
damentale delle superfici Riemanniane. Sfruttando le simmetrie dei rivestimenti considera-
ti, abbiamo ottenuto direttamente il gruppo di monodromia. Infatti, questa ¢ in generale
la procedura per calcolare il gruppo fondamentale stesso: si puo costruire un rivestimento
p:Y — X tanto grande che I’azione o diventa un isomorfismo (il ”rivestimento universale”),
e tanto simmetrico che le azioni di monodromia possono essere calcolate esplicitamente.

6. TEORIA DI GALOIS

Concludiamo con una discussione riguardo i collegamenti con la teoria di Galois. La ricerca
di formule generali in termini di radicali per la risoluzione di equazioni polinomiali ¢ stata
certamente una grande forza dietro allo sviluppo dell’algebra. Condensare la storia dalla
nascita dei numeri complessi all’algebra astratta in pochi paragrafi non le farebbe giustizia,

partiremo quindi direttamente dal celebrato teorema di Abel-Ruffini. Esso afferma che non
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esiste una formula generale per gli zeri di un polinomio di grado maggior al quarto in termini
di radicali dei suoi coefficienti. Tuttavia, cosa esattamente voglia dire questa proposizione
non viene mai spiegato. La ragione ¢ che il concetto stesso di formula ¢ molto ambiguo, per
non parlare di radicali di un numero, che non sono univocamente definiti. Per un lettore
interessato citiamo [3], che dipinge il contesto storico ed espone la dimostrazione di Abel.

La ricerca di un linguaggio nel quale esprimere precisamente questi concetti si ¢ storica-
mente concentrata dalla parte dell’algebra, con I'avvento dell’algebra astratta, la teoria dei
campi e la teoria di Galois. La risoluzione in termini di radicali di un polinomo Pj,,;, con
dati coefficienti {ay} trova un interpretazione naturale nell’esistenza di una torre di esten-
sioni radicali del campo Q({ax}r) che eventualmente contiene ogni zero di P,,;,.Ci sono
polinomi che non ammettono una tale torre di estensioni per via di una ostruzione misurata
dal gruppo di Galois del polinomio, che entra in gioco dal grado 5 in poi.

Come abbiamo mostrato in queste note, il linguaggio delle superfici Riemanniane e "funzio-
ni multivaluate’ fornisce un punto di vista topologico sulla questione. Ovvero, una formula
risolutiva, in termini di un coefficiente a;, € considerata come una inversa generalizzata della
funzione ; Py}, ., che estrae il coefficiente a;. Questa ¢ in particolare una funzione continua
tra spazi topologici, e dipende crucialmente dal dominio a codominio. Parliamo allora di ri-
solvibilita di un intera collezione di polinomi { Pia,}, ,,u{a,} }a;ev con dati coefficienti {ay }
e coefficiente a; variante su U. Abbiamo poi dimostrato che certi polinomi, dal grado 5
in poi, non ammettono una tale formula per via di una ostruzione misurata dal gruppo di
monodromia della superficie indotta dal polinomio.

Si tenga pero in mente che il gruppo di Galois di un polinomio P}, € Clw] di grado d e
il gruppo di monodromia sopra a; della superficie indotta dalla funzione ;Py,,}, ., che estrae
il coefficiente a;, sebbene entrambi sottogruppi di S (P{;i}k{O}), parlano di oggetti completa-
mente diversi: il primo di permutazioni che rispettano le relazioni algebriche dell’estensione
di campi Q({ax}r) = Q({ar}r, Z(Play},)), il secondo di permutazioni indotte da variazioni
lungo curve chiuse del coefficiente a;. Ad esempio, il gruppo di Galois di Py —1(w) = w?* —1
e il gruppo di monodromia di ¢ P(w)go = —w?® su ag € C* non ammettono omomorfismi non
triviali tra di loro.

Zs —— ((1 o5 6’2?”» , ((627” 67%”)) = Ly

|
C’ Mony (C*,w®) —— S({1,e77,e”F1}) «— Gal(Q(e57) : Q) Qe
[ I ]
C* 0,C* Q

L’aspetto piu intrigante di questa faccenda e che, nonostante la versione algebrica e la
versione topologica del teorema di Abel-Ruffini affermino due cose completamente diverse
(una parla di torri di estensioni radicali, l'altra di superfici Riemanniane e rivestimenti), i
noccioli delle loro dimostrazioni sono completamente analoghi: si dimostra che un’estensione
radicale (di campi o di superfici) aumenta il grado di irrisolvibilita del gruppo (di Galois o di
monodromia) di al massimo 1, e che i gruppi di certi polinomi hanno grado di irrisolvibilita
0o. Come riconciliare le due versioni sotto un unico linguaggio per ora resta un mistero
all’autore.
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7. APPENDICE: ANALISI COMPLESSA

Definizione 7.1. Una funzione f : & — C su un sottoinsieme aperto S C C e detta
complessa-differenziabile se in ogni punto wy € S la derivata complessa

lim f(w) — f(wo)

converge a un numero f’(wg) € C.
w—rwo wW — Wy

In altre parole, f & approssimabile di secondo ordine in ogni punto da una funzione affine
complessa

Ywy € S f(w) = f(wo) + f'(wo) - (w — wp) + O(Jw — wo|?) per w — w.

Sia f : § — C una funzione complessa-differenziabile. Rappresentando i numeri complessi
w € C come vettori nel piano euclideo W e R?, la funzione affine complessa che approssima
f in un punto wy € S corrisponde alla funzione affine reale

Bis £ (w0 -+ () (T —50)

R2
2
C wr f (wo)+f' (wo)-(w—wo)

2

y R2
> C
i0

dove Jy, (f) € la matrice Jacobiana reale che, rappresentando f'(wg) = | f'(wg)|e’’ in coordi-
nate polari, ¢ uguale a

_ (Re(f'(wo)) —Im(f"(wo))\ _ |, 2 (cos(0) —sin(0) ,
on(f) - (Im(f’(wo)) Re(f’(wo)) ) - |f (w0)| (Sin(e) COS(@) ) € RZO 50(2)-

Cio vuol dire che la funzione affine e conformale, ovvero lascia invarianti gli angoli e
'orientazione, almeno dove f’(wg) # 0. Perlopiu, si puo verificare che ogni funzione affine
reale tra i piani euclidei che ¢ conformale, ovvero rappresentata da una matrice in R--SO(2),
¢ indotta da una funzione affine complessa, quindi i due concetti sono equivalenti.

Visto che tutte le questioni di geometria euclidea nel piano R? sono invarianti sotto trasla-
zioni, dilatazioni e rotazioni (trasformazioni conformali), sono anche invarianti sotto funzioni
con derivata complessa, almeno fino ad un’approssimazione locale. E questa la proprieta fon-
damentale delle funzioni con derivata complessa che le rende interessanti dal punto di vista
geometrico.

Le funzioni complesse-differenziabili pitt semplici sono i polinomi ag + ajw + - - - + aqw?,
interpretati come funzioni complesse C — C. Piu generalmente, le serie di potenze

Z ap(w — wp)*

k=0

convergenti su una palla aperta B,.(wy), r > 0, sono complesse-differenziabili in quella palla.
Il risultato piu notevole dell’analisi complessa € che, localmente, tutte le funzioni complesse-
differenziabili hanno questa forma.

Definizione 7.2. Una funzione f : & — C su un sottoinsieme aperto & C C e detta

analitica se in ogni punto wy € U esiste una serie di potenze convergente su una palla aperta
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B, (wp) € 8,7 > 0 che coincide con f, ovvero

Yw € B,.(wy Zakw wo )"

k=0
per dei coefficienti {a}, C C.

Teorema 7.3. Una funzione f : & — C su un sottoinsieme aperto S C C e complessa-
differenziabile se e solo se ¢ analitica.

In tal caso, f e perlopiu infinitamente differenziabile su S, e le sue derivate in una palla
aperta B,(wg) dove e rappresentabile da una serie di potenze convergente con coefficienti
{ay }x sono date da

o
Vd € NVw € B,(wp) : Z (b —d+ 1) ap(w — w4
k=d
Ci limitiamo a dare uno schizzo della dimostrazione, in quanto questa appendice non &
volta a sostituire un introduzione approppriata all’analisi complessa.

Schizzo. 1l primo passo e stabilire il teorema di Cauchy per le funzioni complesse-differenziabili.
Da esso si ricava una espressione locale per f in termini di un integrale sul bordo di una
qualsiasi palla aperta con chiusura B, (wg) C

flw

Vw € By(wp) : f(w) = / ) 4 / f(w) L
2 oy @ — 0 271 Jo, gy 0 — w0 1 wu
1 fw) (% <w—wo>]c — (1 / f(w) k
= — _— d(/J = — 7d W — W ,
2mi /(33r(w0) w — wo <kZ:O w — Wy kZ:O 276 JoB, (wo) (w — wp )k +1 ( 0)
dove bisogna giustificare la commutazione tra integrale e sommatoria. ]

Sia f : & — C una funzione analitica su un sottoinsieme aperto S C C. Ci volgiamo ora
a studiare il comportamento locale di f su un qualsiasi punto wyg € S, non solo laddove f &
localmente invertibile.

Definizione 7.4. Per ogni wy € §, definiamo 1'ordine di f in wqy da
orduy, (f) = sup{k € N| f®(wy) = 0} = sup{k € N|a, = 0} € NU {00},
dove {ay}r sono i coefficienti della serie di potenze che rappresenta f in un intorno di wy.

Nota 7.5. f ¢ costante in un vicinato di wy se e solo se la sua derivata ¢ costante zero
in quel vicinato, e quindi in tutta la componente connessa di S che lo contiente (segue dal
Principio dell'identita 7.7). Questo ¢ equivalente a ordy, (f') = ordy,(f — f(wp)) = oo.

Se invece f non ¢ costante e S € connesso, allora 1 < ord,,(f — f(wg)) < oo per ogni
wy € S e la seguente proposizione ci assicura che, vicino a wy, f si comporta come un
semplice monomio traslato w — f(wg) + (w — wp)?, dove d & 'ordine.

Proposizione 7.6 (Forma locale standard). Se f non ¢ costante e S & connesso, per ogni
wy € S esiste un vicinato aperto ¥V C S di wy e un omeomorfismo analitico ¢ : V = B,.(wy)
su una palla aperta, r > 0, tali che

Yw € Bu(wp) : f(¢ (w)) = f(wo) + (;111 —wp)?,  dove d = ordy,(f — f(w)).



% ¢ » B, (wo)

\n %w%)d
Bra(f(wo))

Perlopiu segue che f(V) C C ¢ aperto per ogni sottoinsieme aperto ¥V C S.

Dimostrazione. Consideriamo la serie di potenze che rappresenta f in una palla aperta:
Yw € B,(wo) : flw) = fwy) + (w—wp)*(ag+ ager(w—wo) +--+) = f(wo) + (w—wo)g(w),

dove g una funzione analitica con g(wy) = a4 # 0 per definizione di ord,,(f — f(wo)).

Allora esiste una branca Y della d-esima potenza definita su un vicinato aperto di g(wy).
Rimpicciolendo B, (wy) se necessario, possiamo assumere che g(B,.(wp)) € contenuto in questo
vicinato.

Si prenda ¢ : w — wo + (w — wp) ¢/ g(w), che ha ¢'(wy) = /g(wy) # 0, permettendoci di
restringerla a un omeomorfismo analitico ¢ : V — ¢(V) applicando il Teorema 1.2, cosicché
fwo) + (d(w) —wp)? = f(w) per ogni w € V. Esiste una palla aperta B,.(wy) C ¢(V), quindi
restringiamo ulteriormente V = ¢~ (B, (wp)) per ottenere il diagramma desiderato. O

Corollario 7.7 (Principio dell’identita). Se f non ¢ costante e U ¢ connesso, gli zeri Z(f) =
{z € U|f(z) = 0} C U formano un sottoinsieme discreto. In particolare, se due funzioni
analitiche f,g : U — C sono identiche su un sottoinsieme non discreto di U, allora sono
identiche su tutto U.

Dimostrazione. Sia zy € U uno zero di f, e si prenda un vicinato aperto zp € V' C U come
nella Proposizione 7.6. Allora f non ha altri zeri in V perché (z — 2)¢ : B,(29) — B,a(0)
non ha altri zeri. 0

Corollario 7.8 (Principi del massimo e del minimo). Se f non ¢ costante e U ¢ connesso,
la funzione continua z € U +— |f(z)| € R>g non assume alcun punto di massimo locale, e
assume un punto di minimo locale solo laddove svanisce.

Dimostrazione. Sia zy € C arbitrario. Grazie al Lemma 7.6, P(C) C C ¢ un vicinato aperto
di P(2p), quindi (14 €)P(z), (1 —€)P(z) € P(C) per una € > 0 abbastanza piccola, ovvero

VV C C aperto ,zop € V3z € V : |P(z)| = [(1 4+ €)P(20)| > |P(20)],
P(z) #0 = VV C Caperto , 2o € V3z e V : |P(2)| = |(1 — €)P(z0)| < |P(20)|-

I principi del massimo e del minimo seguono per contrapposizione dalle due precedenti
osservazioni rispettivamente. 0

Teorema 7.9 (Teorema fondamentale dell’algebra). Ogni polinomio P € C[X] di grado
d > 1 si decompone in d fattori lineari, ovvero ha d zeri in C contati con molteplicita.

Dimostrazione. Per induzione sul grado, e sufficiente dimostrare che P ha almeno uno zero.
Essendo P un polinomio di grado d > 1, esiste un raggio abbastanza grande R > 0 al di
fuori del quale |P(z)]| & strettamente limitato dal basso da |P(0)|, ovvero

vz ¢ Br(0) - [P(2)] > |P(0)].

Consideriamo la funzione continua

z € Bgr(0) — |P(z)| € Ry,
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che assume un punto di minimo ¢ € Bg(0) essendo il dominio compatto. Visto che vale
|P(¢)] < |P(0)], il precedente punto implica ( € Bg(0). Allora ¢ ¢ un punto di minimo
dell’intera funzione |P(z)| su C. Grazie al Lemma 7.8, ¢ puo solo essere uno zero di P. O

Nota 7.10. Rammentiamo alcuni fatti sulle curve nel piano complesso che ci permetteranno
di esprimere la funzione inversa, quando esiste, come un integrale sul bordo del codominio.
Una curva 7 : [0,1] — C ¢ chiamata regolare se ¢ continuamente differenziabile e con
derivata non evanescente. I chiamata semplice se € iniettiva, ovvero se non si autointerseca.
Se parliamo di una curve chiusa, ovvero (0) = (1), allora la si chiama semplice se 70,1y ¢
iniettiva. Il teorema di Jordan dice che una curva regolare semplice chiusa divide il piano
in due sottoinsiemi aperti connessi C \ 7([0,1]) = U UV, uno limitato, chiamato 1'interno
della curva, e l'altro illimitato, chiamato 1’esterno. Questi due insiemi sono caratterizzati
dall’indice di avvolgimento, dove U ¢ l'interno:

VzeViind,(2) =0, VzeU:ind,(z)=1.

Teorema 7.11 (Forma integrale della funzione inversa). Sia f : & — C una funzione
analitica su un sottoinsieme aperto & C C. Per ogni curva regolare semplice chiusa 7 :
[0,1] = S con interno U C C contenuto in S vale

e\ G0 o [ 75 Y
weUd
fw)=2

Inoltre, la curva chiusa nel codominio v := f o~ ¢ altrettanto una curva regolare semplice
se e solo se la restrizione fi5(0,1)u © iniettiva. In tal caso, 'interno di vy ¢ U := f(U) e la

.. U « o .. N
restrizione f||u ¢ un omeomorfismo analitico la cui inversa ¢ data da

1 [ wfw)
2mi J5 flw) — :

Dimostrazione. Per via del teorema di Cauchy, I'integrale si puo calcolare sommando tutte

le integrali lungo curve chiuse che parametrizzano (in senso opposto a 7) palle abbastanza
piccole intorno ai finiti punti w € U dove }J(J;—)(f)z ha poli, ovvero la preimmagine f;, ey =
{w € U |f(w) = z}; quindi il calcolo si riduce al caso in cui ¢’ un solo tale punto. Allora

calcoliamo

wf/( ) dw:hmi,/ de
9Bc(w)

VeeU: flz)= w .

2mi (W) — 2 e—0 271 - flw) ==
1 — 1
:lim—,/ w JW) f(w)dw:hm—,/ Y odw=w.
=021 Jop, w)- f(W) —2  w—w =0 2T Jop, (w)- W — W
La direzione ” <= 7 ¢ chiara. Per ? = ", se f’ svanisse su un punto in ([0, 1]),

allora v := f o5 avrebbe derivata zero in quel punto, quindi non sarebbe regolare. Visto che

7 ¢ semplice, fi5(j0,1)) € iniettiva, e quindi si restringe a un omeomorfismo liscio tra ([0, 1])

e 7([0,1]). Possiamo allora usare sostituzione per calcolare I'indice di avvolgimento di
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attorno a ogni z ¢ 7([0 1]), in maniera analoga al calcolo precedente:

_ flw
T o C 2m/f —zdw Z 1= |f|u1{z}|

weU
flw)==z

Visto che v € una curva regolare semplice chiusa, I'indice di avvolgimento ¢ determinato
dai due casi

md

2 ¢ U = 0=1ind,(2) = |f‘Z{1{z}| = 2 ¢ f(U)
zelU = 1=1ind,(2) = |f|;,1{z}| — z € f(U) con una sola preimmagine,

ovvero, fL|, € una biiezione la cui inversa e data dall’integrale calcolata in primo luogo. [
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